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tivos, plasticidad, dan˜o, formulacio´n cla´sica, formulacio´n energe´tica.
La presencia de altas solicitaciones de esfuerzos y deformaciones
en ingenier´ıa ocasiona feno´menos disipativos en los materiales, por
lo que es de gran intere´s estudiar su comportamiento a trave´s de
modelos computacionales. En este trabajo se propone la implemen-
tacio´n de dos modelos nume´ricos unidimensionales para el ana´lisis
de materiales du´ctiles con ablandamiento a trave´s del me´todo de
elementos finitos. Se utilizan dos enfoques: cla´sico y energe´tico. El
primero se basa en la aplicacio´n de un modelo local de plasticidad
derivado de la teor´ıa de materiales esta´ndar acoplado a un modelo
de dan˜o no local. Debido a que el problema resultante carece de uni-
cidad de solucio´n, se emplea una regularizacio´n con viscoplasticidad.
Por otra parte, la formulacio´n energe´tica utiliza herramientas varia-
cionales para construir el modelo sobre tres bloques: condicio´n de
estabilidad, balance de energ´ıa y condicio´n de irreversibilidad. Lue-
go, se define la evolucio´n del sistema a trave´s de la minimizacio´n de
un funcional de energ´ıa convexo con respecto a las variables de esta-
do. Esto permite obtener la solucio´n global de manera estable desde
el punto de vista nume´rico, sin necesidad de emplear una regulariza-
cio´n. El algoritmo cla´sico con viscoplasticidad es dependiente de la
velocidad de carga, lo cual resulta en un comportamiento diferente
al obtenido en la formulacio´n energe´tica; sin embargo, se demuestra
nume´ricamente que conforme la velocidad de carga tiende a cero, los
modelos se vuelven equivalentes. Como resultado final, se presenta
la evolucio´n de cada modelo y un ana´lisis comparativo.
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Abstract
Keywords: material modeling, dissipative materials, plasticity,
damage, classical approach, energetic approach.
As a result of highly demanding stresses and strains, dissipative
phenomena are observed in engineering materials. Therefore, it is
of great interest to study the evolution of these materials by means
of computational models. In this thesis, the implementation of two
finite element one-dimensional models is proposed for the analy-
sis of ductile materials with softening behavior. Two formulations
are explored: the classical approach and the energetic approach. The
former is based on the application of a local plasticity model derived
from the generalized standard materials theory, coupled to a non-
local damage model. Because the resulting problem’s solution lacks
uniqueness, regularization through viscoplasticity is applied. On the
other hand, the energetic approach uses variational tools to deve-
lop the model on three fundamental concepts: stability condition,
energy balance and irreversibility condition. Then, the evolution of
the system is obtained by the minimization of a convex energy fun-
ctional with respect to the state variables. This allows for the global
solution to be obtained with numerical stability, avoiding the need
for regularization. The classical algorithm with viscoplasticity is a
rate-dependent problem, resulting in a different evolution from the
response obtained through the energetic approach. However, it is
shown numerically that as the loading rate tends to zero, the mo-
dels converge. As a final result, the material evolution generated
with both models is presented, as well as a comparative analysis.
Patricio Rodr´ıguez, Jacinto Ulloa
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Con frecuencia, tanto estructuras como mecanismos experimentan altas soli-
citaciones de esfuerzos y deformaciones, generando en muchos casos feno´menos
de plasticidad, dan˜o y fractura en los materiales constituyentes. Con la evolucio´n
del conocimiento del comportamiento de los materiales y el avance en paralelo de
la tecnolog´ıa, se disen˜an estructuras sujetas a esfuerzos cada vez ma´s cercanos a
su u´ltima resistencia. Estos casos se pueden evidenciar, entre otros ejemplos, en el
comportamiento de estructuras sujetas a cargas s´ısmicas, donde se generan ciertos
mecanismos de disipacio´n de energ´ıa por medio de plasticidad y dan˜o permanen-
te. Es precisamente en estas condiciones de falla en las que dichos feno´menos
se vuelven importantes y su ana´lisis es crucial para la eficiencia y seguridad es-
tructural [1]. La toma racional de decisiones en este tipo de situaciones exige un
conocimiento profundo de los feno´menos observados y sus causas. Para esto, es
necesario recurrir a teor´ıas bien fundamentadas, sobre las cuales se puedan cons-
truir herramientas computacionales robustas y fiables. Especialmente relevante es
la consideracio´n de teor´ıas de comportamiento de materiales con ablandamiento,
lo cual permite describir los procesos de fallo ma´s alla´ de los l´ımites ela´sticos
hasta el colapso final de la estructura.
La fractura es el final, o el principio del final de la vida u´til de un componente
estructural. En una investigacio´n realizada por la National Bureau of Standards
(la actual National Institute for Science and Technology) y el Batelle Memorial
Institute, se ha estimado un costo total de 119 billones de do´lares por an˜o debido
a fallas por fractura en los Estados Unidos en 1982 [32]. Adema´s del costo, se
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CAPI´TULO 1. INTRODUCCIO´N
(a) Puente del r´ıo
Skagit
(b) Buque de carga
clase Liberty
(c) Placa de de cone-
xio´n
Figura 1.1: Ejemplos de fallas estructurales debidas a fractura
En la Figura 1.1a, se observa el colapso de un puente sobre el r´ıo Skagit en el estado de Wa-
shington (E.E.U.U.). Es uno de los puentes considerados como fracture critical ; esto es, en
riesgo de colapso por la fractura de un solo componente [21]. En la Figura 1.1b, se observa la
fractura fra´gil de un buque de carga clase Liberty durante la segunda guerra mundial. Fue cau-
sada principalmente por el comportamiento fra´gil del material a una determinada temperatura
[37]. En la Figura 1.1c se observa la fractura de una placa de conexio´n de una riostra luego del
terremoto de 2011 de Tohoku en Japo´n [35].
debe tomar en cuenta el riesgo que esto implica en potenciales pe´rdidas de vidas
y lesiones en los ocupantes de estructuras sujetas a dichos riesgos, por lo que
el estudio de este feno´meno es de gran intere´s en la comunidad cient´ıfica. En la
Figura 1.1, se pueden apreciar ejemplos de fallos estructurales por fractura.
A lo largo de los an˜os, se han desarrollado avances fruct´ıferos en la investiga-
cio´n de la meca´nica de fractura. Inicialmente, se estudio´ el concepto de fractura
fra´gil, el cual representa el tipo de fractura ma´s simple de analizar. Esto se debe
a que el material se comporta de manera ela´stica hasta la fractura, por lo que se
aplica la teor´ıa ela´stica lineal en su descripcio´n. Las primeras teor´ıas se basaron
en el concepto del esfuerzo cr´ıtico, mediante el cual se plantea conocer el l´ımite del
material. Este enfoque resulto´ poco riguroso; pues no emplea principios energe´ti-
cos y aplica la teor´ıa ela´stica lineal a un feno´meno que sucede a nivel ato´mico.
Estos defectos fueron sorteados por Griffith en 1920 [14], cuando desarrollo´ su
teor´ıa de fractura fra´gil partiendo de principios termodina´micos. Posteriormente,
Irwin continuo´ esta teor´ıa presentando de una manera ma´s formal la equivalencia
entre los principios energe´ticos y la tensio´n de fractura [15].
Las teor´ıas anteriores explican de manera adecuada la propagacio´n, pero no
tratan el tema de la iniciacio´n de fractura; por lo que su ana´lisis se limita a zonas
alejadas de la punta (el inicio) de una fisura. Al analizar estas zonas de iniciacio´n,
las teor´ıas lineales resultan en una singularidad, con la energ´ıa de superficie ten-
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diendo a infinito. Esto se debe principalmente a la aplicacio´n de la ley de Hooke
en la punta de la fisura, con lo que se obtienen esfuerzos infinitos. Las limitaciones
del comportamiento idealizado de fractura lineal fueron tratadas en el modelo de
Barenblatt. En 1962, se desarrollo´ este modelo que permite la existencia de ten-
siones cohesivas no lineales en el plano de fisura, dando origen a la modelizacio´n
de fractura du´ctil [3]. Este tratamiento permite resolver la singularidad de los
modelos lineales y analizar el problema de iniciacio´n de fractura. Tanto el modelo
de Griffith como el de Barenblatt han tenido un gran desarrollo y presentan con-
tribuciones importantes. En [8] y [20] se comparan ambos enfoques, demostrando
que el modelo de Barenblatt es asinto´ticamente equivalente al modelo de Griffith.
Las teor´ıas mencionadas hasta ahora se basan en el estudio de fisuras exis-
tentes. Este ana´lisis puede resultar ineficaz para prevenir fallas estructurales ya
que en el momento de la aparicio´n de fisuras, la falla es casi inminente. Por esto,
el estudio de los estados precursores a la fractura se volvio´ esencial, trata´ndose
feno´menos invisibles de disipacio´n de energ´ıa; precisamente, la plasticidad y el
dan˜o [18]. En una curva esfuerzo-deformacio´n, se puede verificar la existencia de
estos feno´menos en las curvas de descarga, como se puede observar en la Figura
1.2.
La teor´ıa de plasticidad es, posiblemente, la ma´s utilizada e influyente en la
modelizacio´n de materiales en la ingenier´ıa [33], pues describe el comportamiento
de una gran variedad de materiales. En general, la plasticidad se caracteriza por
deformaciones irreversibles, las cuales generan disipacio´n de energ´ıa. El ana´lisis
de estas deformaciones es de gran intere´s para la ingenier´ıa, con un rango de
aplicaciones que incluyen desde el desempen˜o de estructuras ante cargas s´ısmicas
hasta la simulacio´n de procesos tecto´nicos en rocas para estudios geolo´gicos [4].
Dependiendo del material, se explica la plasticidad mediante distintos mecanismos
disipativos. Estos materiales son generalmente cohesivos y experimentan fractura
du´ctil. Los mecanismos disipativos para diferentes materiales incluyen [18]:
Metales y aleaciones: deslizamientos irreversibles a lo largo de planos cris-
talogra´ficos.
Pol´ımeros: cambios en la disposicio´n de las mole´culas.
Cera´micas: fracturas en la microestructura.
Concreto: deslizamientos sobre las superficies de microfractura.
Madera: cambios en la disposicio´n de las ce´lulas.
Patricio Rodr´ıguez, Jacinto Ulloa 18
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(a) Curvas de descarga de dan˜o
























(b) Curvas de decarga de plasticidad y dan˜o
Figura 1.2: Curvas esfuerzo-deformacio´n de carga y descarga resultado de la im-
plementacio´n de los modelos locales de [33]
En la Figura 1.2a, se observan las descargas caracter´ısticas de un material fra´gil, sin deforma-
ciones pla´sticas permanentes. En la Figura 1.2b, se observa en azul la evolucio´n pla´stica con
descargas ela´sticas y en rojo la evolucio´n en la fase de dan˜o, con una reduccio´n en las pendien-
tes de descarga. Se aprecian las deformaciones pla´sticas permanentes, as´ı como la reduccio´n de
rigidez en la fase de dan˜o.
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Por otro lado, el dan˜o representa la u´ltima etapa de disipacio´n de energ´ıa
previa a la fractura. Los avances en la meca´nica de dan˜o se desarrollaron en la
de´cada de 1970, casi diez an˜os despue´s de los principales avances en la meca´nica
de fractura. El feno´meno de dan˜o se caracteriza por la degradacio´n interna irre-
versible del material. Esta degradacio´n resulta en pe´rdida de rigidez, lo cual se
analiza mediante la introduccio´n de una variable interna. Este ana´lisis permite un
estudio ma´s profundo de la fractura, donde, en lugar de considerar un proceso de
ocurrencia, se tiene un ana´lisis de la evolucio´n microsco´pica previa a la aparicio´n
de la fisura macrosco´pica [18]. Matema´ticamente, esta evolucio´n resulta en un
salto en el campo de desplazamientos, caracter´ıstico de la fractura. El dan˜o se
explica, segu´n el material, mediante distintos mecanismos de disipacio´n [33]:
Metales y aleaciones: nucleacio´n de microfracturas y microcavidades.
Pol´ımeros: separacio´n de enlaces entre cadenas moleculares.
Concreto: separacio´n entre agregados o refuerzo meta´lico y material cemen-
tante.
Madera: degradacio´n en las paredes celulares.
Pese a las diferentes estructuras f´ısicas de estos materiales, se puede considerar
que presentan comportamientos meca´nicos similares. Todos presentan, en diferen-
tes rangos, comportamiento ela´stico, fluencia o deformaciones irreversibles, dan˜o
y fracturas macrosco´picas [18]. Incluso, se ha demostrado experimentalmente que
la fractura del vidrio presenta, en cierto grado, deformaciones pla´sticas [10]. Por
estos motivos, se puede analizar el comportamiento de los materiales de manera
general, tomando en cuenta los comportamientos meca´nicos y la termodina´mica
de procesos irreversibles [18].
Se puede hablar de dos enfoques principales en la modelizacio´n del compor-
tamiento de materiales: formulaciones cla´sicas y formulaciones variacionales. Las
formulaciones cla´sicas se basan en la teor´ıa de materiales esta´ndar, donde se ob-
tiene la evolucio´n del material de manera local, ver [33], [4], [34]. Por otro lado, el
punto de partida del tratamiento variacional basado en una formulacio´n energe´ti-
ca son los trabajos de [11], donde se retoma la teor´ıa de Griffith para fractura
fra´gil mediante una minimizacio´n de energ´ıa global. El enfoque variacional se
formaliza en [23] y se aplica a la meca´nica de fractura en [6].
Otro punto principal que se debe resaltar es el enfoque con el que se afronta
el problema de dan˜o. Los modelos de dan˜o locales presentan resultados significa-
tivos en la modelizacio´n de endurecimiento; sin embargo, no resultan fiables en
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materiales con ablandamiento [30]. Para resolver esto, es comu´n emplear modelos
de dan˜o no locales. En [24], se puede apreciar la aplicacio´n de estos modelos en
la modelizacio´n de concreto.
En este trabajo, se resaltan las contribuciones de los modelos no locales de
gradiente de dan˜o, mediante los cuales se introduce un te´rmino de longitud interna
correspondiente a la zona de localizacio´n. El modelo de gradiente de dan˜o que
se adopta tiene sus inicios en [28] y [29], donde se analiza el comportamiento de
materiales fra´giles en un tratamiento variacional. La principal limitacio´n de este
modelo consiste en que no se consideran deformaciones pla´sticas, por lo que no
se describe el comportamiento de materiales du´ctiles. Este problema se resuelve
en [1], donde se retoma el modelo mencionado, realizando el acoplamiento de
dan˜o a plasticidad. Esto permite que aparezcan discontinuidades en el campo
de desplazamientos antes de alcanzar el estado de fractura, con lo que se puede
representar de manera adecuada la formacio´n de grietas en materiales du´ctiles.
Este es el punto de partida para este trabajo. Se plantea la implementacio´n del
modelo de [1] en un marco de formulacio´n energe´tica mediante la minimizacio´n
de un funcional de energ´ıa global. En principio, este tratamiento presenta ven-
tajas sobre las formulaciones cla´sicas al momento de realizar la implementacio´n
computacional. Para evidenciar esto, se realiza la implementacio´n de un modelo
adicional mediante una formulacio´n cla´sica basada en el desarrollo de [34], pero
realizando el acoplamiento del modelo de gradiente de dan˜o. La idea principal es
analizar la capacidad de cada planteamiento para representar el comportamiento
du´ctil a la Barenblatt, con localizacio´n de deformaciones, y a la vez resaltar las
contribuciones propias que presenta cada uno.
1.3. Objetivos
Objetivo general
El objetivo principal de esta tesis es implementar el modelo energe´tico pro-
puesto por [1] para el ana´lisis de plasticidad, dan˜o y fractura unidimensional,
y realizar un ana´lisis comparativo con un modelo desarrollado en un marco de
formulacio´n cla´sica.
Objetivos espec´ıficos
Implementar el modelo computacional de la formulacio´n energe´tica para el
ana´lisis de fractura unidimensional.
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L
Figura 1.3: Definicio´n del problema unidimensional
Implementar el modelo computacional de la formulacio´n cla´sica para el
ana´lisis de fractura unidimensional.
Realizar simulaciones nume´ricas en ambos modelos y desarrollar un ana´lisis
comparativo de los resultados.
1.4. Metodolog´ıa
Con el objetivo de dar simetr´ıa a los enfoques cla´sico y energe´tico, se desarro-
llan ambas teor´ıas de forma paralela. En el marco de cada formulacio´n, se plantea
el problema de describir la evolucio´n una barra de longitud L, sujeta a un proceso
de carga cuasiesta´tico en el que se controlan desplazamientos. El esquema de la
barra y las condiciones de carga a las que es sometida se pueden observar en la
Figura 1.3. Esta prueba a tensio´n para un material du´ctil resalta los principales
conceptos de modelizacio´n de la fractura du´ctil de materiales [1]. Por simplici-
dad, se asume un material sin deformaciones pla´sticas ni dan˜o al inicio de las
simulaciones.
La metodolog´ıa general utilizada para el desarrollo de este trabajo se detalla
a continuacio´n:
Definicio´n de los componentes y principios sobre los que se desarrolla cada
formulacio´n.
Descripcio´n de los modelos matema´ticos.
Discretizacio´n de los modelos matema´ticos para la obtencio´n de modelos
nume´ricos.
Implementacio´n computacional de algoritmos nume´ricos basados en la apli-
cacio´n de cada formulacio´n en el software MATLAB.
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Verificacio´n de los algoritmos implementados.
Ana´lisis comparativo con el fin de evidenciar las posibles ventajas y des-
ventajas de la aplicacio´n de un algoritmo de minimizacio´n alterna sobre los
algoritmos basados en una formulacio´n cla´sica de plasticidad y dan˜o.
1.5. Resumen del contenido
Cap´ıtulo 2 Se exploran los conceptos ba´sicos para la modelizacio´n de mate-
riales disipativos y se da una breve descripcio´n de los principios utilizados en el
desarrollo de cada formulacio´n. Primero, se presentan las leyes fundamentales de
la meca´nica de medios continuos, en las que se incluyen tanto ecuaciones de ba-
lance meca´nicas como principios termodina´micos. Luego, se explora la teor´ıa de
materiales esta´ndar generalizados y la teor´ıa de variables internas (termodina´mi-
cas) sobre las que se desarrollan los enfoques cla´sico y energe´tico. Por u´ltimo,
se desarrollan de manera general los dos enfoques de modelizacio´n empleados en
esta tesis: la formulacio´n cla´sica y la formulacio´n variacional.
Cap´ıtulo 3 En este cap´ıtulo se presenta el enfoque cla´sico al modelo de [1].
Primero, se desarrollan los modelos de plasticidad perfecta, plasticidad con en-
durecimiento y viscoplasticidad con base en los trabajos de [34], [4] y [33], con lo
que se obtienen algoritmos de mapeo para describir la evolucio´n elasto-pla´stica a
nivel local. La solucio´n global al problema de la plasticidad se resuelve utilizan-
do el me´todo de los elementos finitos en el balance de momento lineal, como se
muestra en [34]. Por u´ltimo, se incorpora el dan˜o en la evolucio´n elasto-pla´stica
utilizando un modelo de dan˜o no local, con lo que se obtiene un algoritmo capaz
de analizar el feno´meno de la fractura para sistemas unidimensionales.
Cap´ıtulo 4 Se desarrolla la formulacio´n energe´tica para el modelo de plas-
ticidad y dan˜o propuesto en [1]. Se introducen las ecuaciones constitutivas de
plasticidad y dan˜o en los funcionales de energ´ıa y disipacio´n establecidos en el
Cap´ıtulo 2 y se explora la forma que toman la condicio´n de estabilidad y el ba-
lance de energ´ıa para el modelo analizado. Luego, a partir de la minimizacio´n
de un funcional de energ´ıa apropiado, se plantea un algoritmo para calcular la
evolucio´n global del sistema.
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Cap´ıtulo 5 Se presentan los resultados obtenidos con la implementacio´n de
cada formulacio´n por medio de simulaciones nume´ricas. Se divide en tres par-
tes: resultados del enfoque cla´sico, resultados del enfoque energe´tico y ana´lisis
comparativo. En cada caso, se var´ıan para´metros pertinentes de manera que se
obtengan resultados representativos, resaltando las principales caracter´ısticas de
cada formulacio´n. Por u´ltimo, se comparan los resultados obtenidos observando
sus ventajas y desventajas, analizando las caracter´ısticas de convergencia, el es-
fuerzo computacional, y la capacidad de cada uno para representar el feno´meno
f´ısico estudiado.
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Materiales Disipativos
En este cap´ıtulo se resumen las leyes fundamentales y ecuaciones que gobier-
nan el comportamiento de los materiales disipativos analizados en este trabajo.
Espec´ıficamente, se hace referencia a la teor´ıa de materiales esta´ndar genera-
lizados, mediante la cual se describe a los materiales por medio de potenciales
energe´ticos, los cuales incluyen energ´ıa ela´stica almacenada y disipacio´n de energ´ıa
[23]. El comportamiento de estos materiales sujetos a esfuerzos esta´ determinado
por una serie de variables de estado, tanto observables como no observables.
Primero, se describen las leyes fundamentales de la meca´nica de medios con-
tinuos, las cuales incluyen principios termodina´micos. Cualquier sistema que se
desee modelar debe cumplir con dichas leyes; caso contrario, e´ste no tendra´ sen-
tido f´ısico. Luego, se resume la teor´ıa de materiales esta´ndar generalizados y la
teor´ıa de variables internas, mediante la cual se obtienen ecuaciones constitutivas
verificando el cumplimiento de las leyes de la termodina´mica.
Posteriormente, se describe de manera general la modelizacio´n de materia-
les disipativos mediante dos enfoques: la formulacio´n cla´sica y la formulacio´n
energe´tica. Se hace referencia a los principales ingredientes de cada formulacio´n,
planteando los principios en los cuales se basan las ecuaciones de gobierno.
2.1. Componentes ba´sicos de la meca´nica de me-
dios continuos
La meca´nica de medios continuos se define mediante tres componentes ba´sicos:
la cinema´tica, ecuaciones de balance y ecuaciones constitutivas. Las primeras
dos, al ser leyes fundamentales, se deben verificar para cualquier sistema f´ısico;
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mientras que las u´ltimas son espec´ıficas para cada material. Aun as´ı, e´stas deben
cumplir con los principios f´ısicos que establecen las ecuaciones termodina´micas.
En las siguientes secciones, se resumen las leyes fundamentales de la meca´nica de
medios continuos y se analiza brevemente la obtencio´n de ecuaciones constitutivas
f´ısicamente consistentes.
2.1.1. Principios cinema´ticos
La parte cinema´tica analiza el movimiento y deformacio´n de un cuerpo con-
tinuo sin considerar la causa de dichos efectos [19]. Consideremos una regio´n
continua de estudio Ωo ocupando algu´n lugar en el espacio, con una superficie
de contorno ∂Ωo en un tiempo to como la configuracio´n de referencia. Luego de
sufrir una deformacio´n, la configuracio´n actual del cuerpo esta´ determinada por el
vector de desplazamiento u(x, t), donde x define la nueva posicio´n de algu´n punto
del dominio. Esta nueva configuracio´n Ωt con superficie de contorno ∂Ωt describe
esencialmente, con respecto a la configuracio´n de referencia, el movimiento del
cuerpo a trave´s del espacio [12].
En este trabajo, se asumen los principios de la teor´ıa de deformaciones in-
finitesimales. De esta manera, la deformacio´n y el gradiente de deformacio´n se
mantienen pequen˜os durante la evolucio´n, por lo que se desprecia la diferencia
entre la configuracio´n de referencia y la configuracio´n actual; esto es: Ωo = Ωt.




(∇u +∇uT ) (2.1)
Las hipo´tesis anteriores permiten el uso del tensor de deformacio´n infinitesimal
, el cual se puede considerar que actu´a en la configuracio´n actual.
2.1.2. Ecuaciones de balance
Las leyes fundamentales de la meca´nica de medios continuos que debe cumplir
cualquier modelo son el balance de masa, balance de momento lineal, balance de
momento angular y balance de energ´ıa. La u´ltima incluye el cumplimiento de la
primera de la termodina´mica y se explora en la siguiente seccio´n.
La ecuacio´n que rige el balance de masa indica que la masa total de un cuerpo
continuo no puede variar con el tiempo al experimentar una perturbacio´n. De
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es la derivada material de la masa con respecto al tiempo, Ω es un
cuerpo continuo y ρ(x, t) es la densidad unitaria. El balance de masa se cumple
siempre en el problema tratado, ya que se considera un sistema cerrado en el que
no hay intercambio de masa con el exterior. Adema´s, la variacio´n de la densidad
del material debido a los feno´menos de dan˜o y plasticidad es despreciable [18],
por lo que se considera a la densidad del cuerpo ρ constante.
La siguiente ecuacio´n de balance que debe cumplir el modelo es la conservacio´n
de momento lineal. Esta ecuacio´n, junto con ciertas condiciones de frontera, re-
presenta la forma fuerte del problema de valores de contorno con el que se aborda
la formulacio´n cla´sica del modelo, como se observara´ ma´s adelante. Adema´s, for-
ma parte de la definicio´n de la forma local de la primera ley de la termodina´mica.
















donde a(x, t) representa la aceleracio´n espacial. Por la segunda ley de movimiento
de Newton, la u´ltima expresio´n se puede igualar a la sumatoria de fuerzas que
actu´a en el cuerpo. E´stas incluyen fuerzas de masa bf y fuerzas de superficie t.









Luego de utilizar el teorema de la divergencia de Gauss e introducir el tensor de
esfuerzos de Cauchy σ, utilizando la relacio´n t = σ · n en la u´ltima expresio´n, se
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obtiene en forma local:
ρv˙(x, t)− bf −∇ · σ = 0 (2.6)
Debido al planteamiento axial del modelo unidimensional que se desarrolla en
este trabajo, el significado del balance de momento angular es algo trivial. Esta
ecuacio´n de balance resulta en:
σ = σT (2.7)
2.1.3. Conceptos termodina´micos
Una vez introducidas las ecuaciones de balance, se debe verificar el cumpli-
miento de las ecuaciones termodina´micas. E´ste es un medio para obtener ecuacio-
nes constitutivas con validez f´ısica, conocidas como las ecuaciones de Coleman.
Las ecuaciones constitutivas son necesarias para la obtencio´n de las inco´gnitas en
la evolucio´n del sistema y la termodina´mica de medios continuos permite imponer
las restricciones necesarias para la obtencio´n de estas ecuaciones [13]. Para ello, se
deben introducir las leyes de la termodina´mica que deben cumplirse en cualquier
sistema que se desee modelar y se debe definir el concepto de termodina´mica con
variables internas, basa´ndose en los trabajos de [9].
2.1.3.1. Primera ley de la termodina´mica
La primera ley de la termodina´mica se basa en el balance de energ´ıa. Establece
que la tasa de cambio con respecto al tiempo de la energ´ıa total es igual a la suma
de la tasa del trabajo realizado por las fuerzas externas y la tasa a la que se agrega
energ´ıa te´rmica por medio de flujo de calor en el contorno q y una fuente de calor













(bf · v + ρR)dV +
∫
∂Ω
(t− q · n)dS (2.8)
donde e¯ es la energ´ıa interna por unidad de masa. La dependencia de las variables
con respecto a x y t se ha omitido en e´sta y en las ecuaciones de aqu´ı en adelante
para simplificar la notacio´n. Luego de introducir el tensor de esfuerzo σ, se aplica
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el teorema de transporte de Reynolds y el teorema de la divergencia para obtener:∫
Ω






(ρR + σ : ˙−∇·q)dV (2.9)
El primer te´rmino representa el balance de momento lineal, por lo que se elimina.
Con esto, se obtiene en forma local:
ρ ˙¯e = σ : ˙−∇ · q + ρR (2.10)
2.1.3.2. Segunda ley de la termodina´mica
La segunda ley de la termodina´mica se basa en el principio de entrop´ıa. En
la meca´nica de medios continuos, se define mediante la desigualdad de Clausius-
















donde T es la temperatura y s es la entrop´ıa por unidad de masa. Aplicando el










El concepto de entrop´ıa no se puede definir fa´cilmente; es necesaria la aplica-
cio´n de me´todos de meca´nica estad´ıstica para obtener una aproximacio´n de esta
cantidad. Adema´s, la desigualdad se aplica al universo; en este caso, el universo
se reduce al cuerpo continuo en estudio. Por esto, la forma local de la ecuacio´n no
esta´ netamente justificada, pues se deber´ıa enfrentar el problema de representar
la entrop´ıa mediante una muestra representativa [12]. Obviando estas dificultades
y asumiendo una funcio´n continua escalar para la entrop´ıa, se acepta la forma
local y se verifica su cumplimiento en las siguientes secciones.
2.1.3.3. Termodina´mica con variables internas
Antes de la aplicacio´n de la termodina´mica de medios continuos al problema
tratado en este trabajo, se definen conceptos fundamentales. Se puede definir a
una cantidad de materia ocupando una posicio´n espec´ıfica en el espacio como un
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sistema; por otro lado, existe una serie de variables que determinan su estado [1].
A e´stas se les denomina variables de estado, y su identificacio´n no es ni trivial
ni u´nica, pues depende del sistema que se desee analizar [22]. En este trabajo, el
sistema esta´ definido por un cuerpo deformable unidimensional, sin intercambio
de materia en su contorno.
El uso de variables internas en la meca´nica de medios continuos se basa en
caracterizar el estado de un sistema mediante variables de estado, tanto exter-
nas (observables) como internas (no observables) [9]. Las variables de respuesta
dependientes, tales como el potencial energ´ıa, dependen de ambos tipos.
El siguiente paso para la modelizacio´n es la obtencio´n de ecuaciones constitu-
tivas y leyes de evolucio´n. Para ello, se recurre a la teor´ıa de materiales esta´ndar
generalizados que se explora en la siguiente seccio´n. Hasta este punto, se han
planteado las ecuaciones de balance y las leyes de la termodina´mica en su for-
ma tridimensional. Puesto que el objetivo de este trabajo es modelar un sistema
unidimensional sometido a esfuerzos de traccio´n, la formulacio´n en lo que sigue
de este trabajo se simplifica definiendo el problema u´nicamente con funciones
escalares.
2.2. Materiales esta´ndar generalizados
En esta seccio´n se explora la modelizacio´n de materiales mediante un potencial
de energ´ıa y un potencial de disipacio´n. El potencial de energ´ıa depende de las
variables de estado, tanto externas como internas, y el potencial de disipacio´n
depende de fuerzas disipativas, que son variables duales asociadas a las variables
de estado [25].
2.2.1. Potenciales termodina´micos
Es comu´n definir cuatro potenciales de energ´ıa [19]:
1. La energ´ıa interna e, definida como la suma de energ´ıa potencial y energ´ıa
cine´tica de las part´ıculas del material.
2. La energ´ıa libre de Helmholtz Ψ, definida como la porcio´n de energ´ıa interna
disponible para realizar trabajo a temperatura constante.
3. La entalp´ıa h, definida como la porcio´n de energ´ıa interna que puede ser
liberada como calor debido a la aplicacio´n de esfuerzos constantes.
Patricio Rodr´ıguez, Jacinto Ulloa 30
CAPI´TULO 2. CONCEPTOS DE MODELIZACIO´N DE MATERIALES
DISIPATIVOS
4. La energ´ıa libre de Gibbs G, definida como la porcio´n de la entalp´ıa dispo-
nible para realizar trabajo a temperatura constante.
La eleccio´n del potencial adecuado depende de varios factores. Tanto la energ´ıa
interna como la entalp´ıa son funciones de la entrop´ıa, por lo que su uso es poco
comu´n [19]. Por otro lado, es ma´s comu´n el uso del potencial de Helmholtz y la
energ´ıa libre de Gibbs, ambas relacionadas respectivamente a la energ´ıa interna
y a la entalp´ıa mediante la transformada de Legendre. Adema´s, se debe tomar
en cuenta la variable de estado que se desea controlar. Tanto la entalp´ıa como la
energ´ıa libre de Gibbs dependen del esfuerzo, mientras que la energ´ıa interna y
la energ´ıa libre de Helmholtz dependen de la deformacio´n.
En este trabajo, se plantea el problema mediante control de deformaciones,
por lo que se aplica la energ´ıa libre de Helmholtz. Para su definicio´n, se parte de
la definicio´n de la energ´ıa libre por unidad de masa como funcio´n de la entrop´ıa
y un conjunto de variables de estado χ:
e¯ = e¯(χ, s) (2.13)
Aplicando la transformada de Legendre, se obtiene la energ´ıa libre de Helmholtz
por unidad de masa:
Ψ¯(χ, T ) = e¯(χ, s)− sT (2.14)
Introduciendo este potencial en (2.14) y haciendo uso de (2.10), se obtiene la
siguiente forma de la desigualdad de Clausius-Duhem:
σ : ˙− ρ ˙¯Ψ− ρT˙ s ≥ 0 (2.15)
Las variables de estado incluidas en el conjunto χ dependen de los modelos
constitutivos que se introduzcan para la descripcio´n de las propiedades del mate-
rial. En el caso de los modelos explorados en este trabajo, se utilizan las variables
de plasticidad y dan˜o descritas en la Tabla 2.1. Una de las caracter´ısticas ma´s
importantes que se logra representar a trave´s del modelo de plasticidad es el
desarrollo de deformaciones permanentes en el material, para lo cual, se asume
la descomposicio´n aditiva de la deformacio´n total de la siguiente manera:
 = el + p (2.16)
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T temperatura observable s
 deformacio´n total observable σ
p deformacio´n pla´stica interna −σ
κ variable de endurecimiento interna k
p deformacio´n pla´stica acumulada interna k
α variable de dan˜o interna a
Tabla 2.1: Variables de estado empleadas en el potencial de Helmholtz [18]
donde el es la deformacio´n ela´stica reversible y p es la deformacio´n pla´stica
permanente. Luego, se define al potencial de Helmholtz por unidad de masa como:
Ψ¯ = Ψ¯(, p, p, T, α, κ) = Ψ¯(− p, p, T, α, κ) (2.17)
2.3. Modelizacio´n cla´sica
Una vez planteada la energ´ıa libre de Helmholtz, la formulacio´n cla´sica permite
la obtencio´n directa de las ecuaciones constitutivas. Esto se realiza mediante la
desigualdad de Clausius–Duhem (2.15), con lo que se verifica el cumplimiento de
principios termodina´micos. Por otro lado, las leyes de evolucio´n de las variables
internas se obtienen mediante un potencial de disipacio´n, el cual depende del
modelo empleado.
2.3.1. Ecuaciones constitutivas
















Sustituyendo en (2.15), se obtiene:

















− ρsT˙ ≥ 0 (2.19)
Congelando las variables de manera que so´lo se permita la variacio´n de T˙ , se
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Siguiendo un procedimiento ana´logo y permitiendo variar a las variables corres-




, σ = −ρ∂Ψ¯
∂p
(2.21)
Por u´ltimo, se definen la variables duales asociadas a las variables internas α y
κ, correspondientes a sus fuerzas disipativas:
a = −ρ∂Ψ¯
∂α
, k = −ρ∂Ψ¯
∂κ
(2.22)
2.3.2. Leyes de evolucio´n
Una vez establecidas las ecuaciones constitutivas, se deben definir las leyes de
evolucio´n segu´n los conceptos descritos en [1]. Lla´mese χ al conjunto de variables
de estado y X al conjunto de variables duales correspondientes. El problema
radica en encontrar medios para obtener las leyes de evolucio´n de las variables
de estado por medio de un potencial de disipacio´n. Para esto, se exploran dos
enfoques: la ecuacio´n de Biot y la funcio´n de fluencia.
2.3.2.1. Ecuacio´n de Biot
Esta formulacio´n es un resultado directo de la teor´ıa de materiales esta´ndar
generalizados, ya que se define mediante el potencial de energ´ıa y un potencial
de disipacio´n Φ. Este potencial es una funcio´n convexa con respecto al flujo χ˙ de
las variables internas, y depende del estado actual χ [1]. Se define el potencial de
disipacio´n como:
Φ = Φ(χ, χ˙) (2.23)
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donde Ψ = ρΨ¯ es la energ´ıa libre de Helmholtz por unidad de volumen. A esta
ecuacio´n diferencial se le conoce como la ecuacio´n de Biot.
2.3.2.2. Funcio´n de fluencia
Una formulacio´n equivalente para obtener la evolucio´n de las variables de
estado es la superficie de fluencia y las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker. Se
define una funcio´n de fluencia f , la cual depende de las variables duales X y
del estado actual χ. Luego, se define una regio´n ela´stica EX y una superficie de
fluencia ∂EX como:
EX = {X ∈ R | f(χ,X) < 0} , ∂EX = {X ∈ R | f(χ,X) = 0} (2.25)
Se define la regla de flujo de manera que si f(χ,X) < 0, la evolucio´n se encuentra
en la regio´n ela´stica, por lo que χ˙ = 0. Caso contrario, la funcio´n de fluencia se




f(χ,X), λ ≥ 0 (2.26)
A e´sta se le conoce como la regla de flujo asociada. Como se puede observar, la
funcio´n de fluencia es ana´loga al potencial de disipacio´n. De esta forma, se pueden
obtener condiciones que determinen la evolucio´n de las variables de estado de la
siguiente forma:
λ ≥ 0, f ≤ 0, λf = 0 (2.27)
A estas condiciones se les conoce como condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (KKT).
Se deben cumplir para satisfacer las restricciones impuestas en la funcio´n de
fluencia y definen la evolucio´n del material. Son fundamentales en la formulacio´n
cla´sica de plasticidad, como se observara´ en la siguiente seccio´n.
Cabe recalcar que las condiciones KKT se pueden obtener mediante un enfo-
que energe´tico, de manera que la regla de flujo se obtenga mediante un problema
de optimizacio´n. Esto sera´ evidente en el desarrollo de la formulacio´n energe´tica.
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2.3.3. Modelizacio´n de plasticidad
La modelizacio´n cla´sica de plasticidad se basa en el uso de la superficie de
fluencia, la cual, para el caso unidimensional, se define como:
f(σ, k) = |σ| − σy + k ≤ 0 (2.28)
donde σy es el esfuerzo de fluencia y k es la variable asociada que incorpora efectos
de endurecimiento. Por otro lado, se define el potencial de energ´ıa como la energ´ıa













donde E es el mo´dulo ela´stico y el te´rmino K(p, κ) corresponde a efectos de
endurecimiento o ablandamiento.
Existe una extensa bibliograf´ıa en la modelizacio´n de plasticidad, de lo cual
se destaca los trabajos de [34], [4] y [33].
2.3.4. Modelizacio´n de dan˜o
La modelizacio´n local cla´sica de dan˜o hace uso de la hipo´tesis de deforma-
ciones equivalentes, la cual se describe a detalle en [33] y [18]. Conside´rese una
seccio´n de un material sujeto a un esfuerzo nominal σ, con una parte de su seccio´n
sin dan˜o y una parte completamente degradada (y por lo tanto incapaz de so-
portar carga). Segu´n la hipo´tesis de deformaciones equivalentes, la deformacio´n,
considerando so´lo la parte sin dan˜o bajo un esfuerzo nominal σ, es equivalente a
la deformacio´n considerando toda la seccio´n del material bajo un esfuerzo efectivo
σˆ [33].
Se define una variable interna de dan˜o α ∈ [0, 1], donde α = 0 corresponde
a un estado sin dan˜o y α = 1 corresponde a un estado completamente dan˜ado
(en su defecto, un estado de fractura). Esta variable es creciente en el tiempo;
pues el material modelado es incapaz de recuperar su integridad. Esto es α(t1) ≤
α(t2) ∀ t1 < t2 en cada punto de la barra. Luego, se tiene el esfuerzo efectivo
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donde γ es un para´metro que var´ıa segu´n el modelo que se desee plantear. Una
consecuencia importante de esta teor´ıa es que las ecuaciones constitutivas de
un material sin dan˜o son las mismas para un material con dan˜o siempre que se
reemplace el esfuerzo nominal por el esfuerzo efectivo. Luego, se puede definir
una superficie de dan˜o acoplado a plasticidad de la siguiente manera:
fd(σ, k, a) = a(σˆ)− g(α, p, κ) ≤ 0 (2.31)
donde g(α, p, κ) es una funcio´n de las variables internas, la cual puede permitir













K(p, κ, α)dx (2.32)
donde se puede apreciar que E(α) representa la pe´rdida de rigidez caracter´ıstica
del dan˜o.
Los modelos locales no son los ma´s eficaces para obtener la respuesta global;
pues generalmente presentan dificultades para captar las localizaciones de ma-
nera adecuada. Por esto, se opta por emplear un modelo no local de dan˜o en
este trabajo, el cual resulta del enfoque energe´tico desarrollado en el Cap´ıtulo
4. La modelizacio´n de dan˜o debe captar de manera adecuada el ablandamiento
del material, lo cual resulta en un problema matema´tico mal planteado. Los mo-
delos locales generalmente resultan defectuosos al no converger hacia la solucio´n
adecuada. Adema´s, la introduccio´n al espacio de elementos finitos presenta de-
pendencia del taman˜o de la malla [27]. Por estos motivos, se requiere emplear
una regularizacio´n. Esto se puede lograr mediante la aplicacio´n de un modelo de
dan˜o no local, incorporando un te´rmino de gradiente de dan˜o y un te´rmino de
longitud interna de manera que la evolucio´n genere un perfil de dan˜o y se capten
localizaciones de deformacio´n. Esto se evidencia en el modelo que se plantea en
este trabajo en los cap´ıtulos 3 y 4.
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2.4. Formulacio´n energe´tica
En esta seccio´n se definen los elementos de la formulacio´n energe´tica y se
exploran los principios en los que se basa su desarrollo. Primero, de acuerdo a
lo establecido en la teor´ıa de materiales esta´ndar, se definen la energ´ıa potencial
del sistema y la energ´ıa disipada durante el proceso de evolucio´n. Sobre la base
de e´stos, se presentan los dos principios sobre los que se desarrolla la formulacio´n
energe´tica: la condicio´n de estabilidad y el balance de energ´ıa. Adema´s, se plantea
la irreversibilidad del sistema como una condicio´n adicional a las anteriores con
el objetivo de simplificar la definicio´n del potencial de disipacio´n. El contenido
de esta seccio´n se basa en los trabajos de [23] y [1].
El objetivo en la formulacio´n energe´tica es plantear un funcional que, sujeto a
las restricciones impuestas por las condiciones de estabilidad y balance de energ´ıa,
describa la evolucio´n de un sistema meca´nico a trave´s de un principio variacional.
El planteamiento variacional del problema en la formulacio´n energe´tica admite
soluciones ma´s flexibles en comparacio´n con la formulacio´n cla´sica puesto que, en
las leyes de evolucio´n para las variables de estado, no hay derivadas con respecto
al tiempo. Esto permite que el problema admita soluciones con saltos, como se
espera en sistemas independientes de la velocidad de evolucio´n.
Ana´logo al planteamiento realizado en la formulacio´n cla´sica, es necesario
definir dos potenciales de energ´ıa: la energ´ıa potencial del sistema y la distancia
de disipacio´n. La energ´ıa potencial es la suma de la energ´ıa ela´stica almacenada
en el material y el trabajo de las cargas que actu´an sobre el sistema, en funcio´n












P(t, u,χ) = E − L (2.35)
La distancia de disipacio´n entre los estados χ0 y χ1 se define en funcio´n del
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Φ(β(s), β˙(s))ds : β ∈ C1,β(0) = χ0,β(1) = χ1
}
(2.36)
Luego de integrar (2.36) sobre el dominio [0, L], la distancia de disipacio´n entre





Definidos los potenciales de energ´ıa, se formulan los principios en los que se
basa la formulacio´n energe´tica: la condicio´n de estabilidad y el balance de energ´ıa.
2.4.1. Condicio´n de estabilidad
La estabilidad es una propiedad de los sistemas meca´nicos en equilibrio. Un
sistema meca´nico se encuentra equilibrio estable si, bajo la aplicacio´n de una
pequen˜a perturbacio´n, aparecen fuerzas estabilizadoras que devuelven al sistema
su estado de equilibrio [31]. Esta propiedad puede describirse a partir de un
criterio energe´tico [7] como se muestra a continuacio´n.
Dependiendo de la topolog´ıa y derivabilidad de la energ´ıa potencial y de la dis-
tancia de disipacio´n, la condicio´n de estabilidad puede escribirse de las siguientes
maneras:
condicio´n de estabilidad global
condicio´n de estabilidad local
condicio´n de estabilidad diferencial
2.4.1.1. Condicio´n de estabilidad global
El criterio energe´tico para describir la estabilidad global de un sistema esta-
blece que, en un sistema en equilibrio estable, el trabajo de las fuerzas externas
durante la transicio´n del estado actual (u,χ) a un estado cinema´ticamente ad-
misible (u˜, χ˜), no es mayor al trabajo realizado por las fuerzas internas [16].
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Utilizando (2.35) y (2.37) se tiene:
P(u,χ) ≤ P(u˜, χ˜) +D(χ, χ˜) ∀ (u˜, χ˜) admisible (2.38)
2.4.1.2. Condicio´n de estabilidad local
La estabilidad local es un requerimiento ma´s fuerte que la estabilidad global,
puesto que su definicio´n requiere establecer una topolog´ıa en la que un estado en
la vecindad del estado actual pueda definirse. Se introduce el para´metro h que
determina la distancia entre el estado actual y el nuevo estado en la direccio´n de
(u˜, χ˜). Basa´ndose en (2.38), puede definirse el criterio de estabilidad local como:
P(u,χ) ≤ P(u+ hu˜,χ+ hχ˜) +D(χ,χ+ hχ˜) ∀ (u˜, χ˜) admisible (2.39)
2.4.1.3. Condicio´n de estabilidad diferencial
En el caso de que P y D tengan segunda derivada de Gaˆteaux continua en
(u,χ), una condicio´n equivalente a (2.38) puede obtenerse desarrollando (2.39)
en series de Taylor para valores h→ 0:
P(u+ hu˜,χ+ χ˜) +D(χ,χ+ hχ˜) =P(u,χ) + h (P ′(u,χ)(u˜, χ˜) +D′(χ)(χ˜))+
h2
2
(P ′′(u,χ)(u˜, χ˜) +D′′(χ)(χ˜)) + w(h2)
(2.40)
donde P ′ y D′ son las derivadas de Gaˆteaux de P y D en la direccio´n (u˜, χ˜).
Introduciendo (2.40) en (2.38):
0 ≤h (P ′(u,χ)(u˜, χ˜) +D′(χ)(χ˜))+
h2
2
(P ′′(u,χ)(u˜, χ˜) +D′′(χ)(χ˜)) + w(h2)
(2.41)
Para valores pequen˜os de h, la condicio´n de estabilidad diferencial de primer
orden se expresa como:
P ′(u,χ)(u˜, χ˜) +D′(χ)(χ˜) ≤ 0 (2.42)
En el caso de P ′ + D′ = 0, se debe explorar los te´rminos de segundo orden en
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(2.40):
P ′′(u,χ)(u˜, χ˜) +D′′(χ)(χ˜) ≤ 0 (2.43)
A la u´ltima expresio´n se le conoce como la condicio´n de estabilidad diferencial de
segundo orden.
2.4.2. Balance de energ´ıa
Ana´logo a la condicio´n de estabilidad, dependiendo de la diferenciabilidad de
los potenciales P y D, el balance de energ´ıa puede escribirse de dos formas:
balance de energ´ıa de´bil
balance de energ´ıa regular
2.4.2.1. Balance de energ´ıa de´bil
Introduciendo la teor´ıa de variables internas y los potenciales P yD, el balance
de energ´ıa se puede escribir como:













2.4.2.2. Balance de energ´ıa regular
Suponiendo que (2.45) es lo suficientemente diferenciable con respecto al tiem-








Φ(χ, χ˙)dx+ ∂tP = 0 (2.46)
2.4.3. Irreversibilidad
Para introducir la irreversibilidad en el modelo que se desarrolla en cap´ıtulos
posteriores, se limita el espacio de estados admisibles para algunas de las variables
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internas como se muestra a continuacio´n:
χk ∈ Zk / χk(ti) ≤ χk(tj) ∀ i ≤ j (2.47)
donde el conjunto de estados admisibles Zk depende de cada variable. La con-
dicio´n de irreversibilidad no se aplica a todas las variables internas, la eleccio´n
dependera´ de las hipo´tesis que se hagan acerca del comportamiento del material.
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Cap´ıtulo 3
Formulacio´n Cla´sica
En este cap´ıtulo se desarrolla la formulacio´n cla´sica unidimensional del mode-
lo planteado en este estudio. Primero, se describen los me´todos locales empleados
en la modelizacio´n de plasticidad y dan˜o que gobiernan el comportamiento de los
materiales disipativos. Esto se realiza en un marco de formulacio´n cla´sica, basada
en los trabajos de [34], [4], [33]. Se exploran los modelos cla´sicos de plasticidad
considerando un proceso independiente de la velocidad de carga. El tratamiento
general de este trabajo cumple con esta hipo´tesis; sin embargo, se explora tambie´n
la teor´ıa de viscoplasticidad, la cual depende de la velocidad de carga. Esta teor´ıa
es influyente en la implementacio´n nume´rica, como se observara´ ma´s adelante.
Luego, se desarrolla el acoplamiento de dan˜o a plasticidad retomando los concep-
tos de la Seccio´n 2.3, obtenie´ndose las ecuaciones constitutivas correspondientes.
Luego de describir el problema de forma local, se presenta la introduccio´n
del modelo investigado en este trabajo al espacio de elementos finitos y la im-
plementacio´n computacional. Esto se realiza basa´ndose en el desarrollo de [34].
Espec´ıficamente, se parte del balance de momento lineal y se obtiene un problema
de valores de contorno no lineal, mediante el cual se obtiene la evolucio´n global.
El desarrollo incluye el acoplamiento de dan˜o no local a plasticidad, siguiendo un
procedimiento similar a lo desarrollado en [2].
3.1. Modelizacio´n cla´sica de plasticidad
En esta seccio´n se exploran modelos locales de plasticidad en un marco de
formulacio´n esta´ndar, basa´ndose en los trabajos de [34], [33], [4]. Para esto, se
explora la modelizacio´n matema´tica de plasticidad basada en la superficie de
fluencia y las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker. Esto se realiza para el modelo
de plasticidad perfecta, y luego se generaliza para incorporar efectos de endure-
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cimiento. Adema´s, se desarrolla el modelo de viscoplasticidad, el cual incorpora
el efecto de la velocidad de carga.
3.1.1. Modelizacio´n constitutiva de plasticidad
En esta seccio´n se exploran los modelos locales de plasticidad perfecta y plas-
ticidad con endurecimiento isotro´pico, sin incorporar los efectos de la velocidad
de carga.
3.1.1.1. Plasticidad perfecta
La plasticidad perfecta constituye el modelo ma´s simple de plasticidad, ya que
incluye solo una variable interna correspondiente a la deformacio´n pla´stica p.
Sin embargo, la implementacio´n nume´rica para obtener la respuesta global puede
resultar en un problema dif´ıcil de enfrentar, como se muestra en el Cap´ıtulo 5.
En la Figura 3.1, se puede observar un mecanismo prototipo de plasticidad
perfecta, as´ı como una t´ıpica curva esfuerzo-deformacio´n.
Criterio de fluencia y ecuaciones constitutivas





donde E es el mo´dulo ela´stico. Utilizando los resultados obtenidos en la Seccio´n




= E(− p), σp = −∂Ψ
∂p
= E(− p) ≡ σ (3.2)
Por otro lado, se aplica el concepto cla´sico de la funcio´n de fluencia descrito
en la Seccio´n 2.3 para establecer las leyes de evolucio´n. Se define la regio´n ela´stica
Eσ con una superficie de fluencia ∂Eσ:
Eσ = {σ ∈ R | f(σ) ≤ 0} , ∂Eσ = {σ ∈ R | f(σ) = 0} (3.3)
donde f es la funcio´n de fluencia definida por:
f(, p) = f(σ) = |σ| − σy ≤ 0 (3.4)
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(a) Modelo reolo´gico
????
(b) Curva t´ıpica esfuerzo-deformacio´n
Figura 3.1: Prototipo de plasticidad perfecta
El modelo reolo´gico esta´ compuesto por un resorte con rigidez E correspondiente a la defor-
macio´n ela´stica y un dispositivo friccionante con l´ımite de fluencia σy, el cual se activa una
vez superado dicho esfuerzo, dando paso a deformaciones pla´sticas. Las fases correspondientes
a cargas y descargas ela´sticas en la curva esfuerzo-deformacio´n se atribuyen al funcionamiento
del resorte u´nicamente, mientras que en la fase de carga inela´stica, contribuye el mecanismo
friccionante.
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donde σy es el esfuerzo de fluencia. De la ecuacio´n anterior, se observa que el
mo´dulo del esfuerzo es siempre igual o menor al esfuerzo de fluencia, por lo que
el rango admisible de esfuerzos se encuentra en el intervalo cerrado [−σy, σy]. Se
analizan los siguientes casos:
1. En el caso que el esfuerzo aplicado |σ| sea menor al esfuerzo de fluencia
σy, no existe variacio´n en la variable interna de plasticidad, por lo que se
cumple: ˙p = 0⇔ f(, p) < 0.
2. Por otro lado, si el valor de |σ| es igual al esfuerzo de fluencia σy, se define
la tasa de variacio´n de la deformacio´n pla´stica |˙p| = λ⇔ f(, p) = 0. A la
constante λ ≥ 0 se le conoce como el multiplicador pla´stico.
Regla de flujo y condiciones complementarias
Los dos casos descritos en la seccio´n anterior resultan en la ley de evolucio´n




f(σ) = λ sign(σ) (3.5)
donde se han utilizado los conceptos descritos en la Seccio´n 2.3.2. Utilizando
esta expresio´n en la ecuacio´n constitutiva (3.2), se obtiene la siguiente ecuacio´n
diferencial del esfuerzo:
σ˙ = E˙− λE sign(σ) (3.6)
Se procede a definir condiciones complementarias. Primero, se observa que el
esfuerzo debe encontrarse dentro del rango admisible. Adema´s, el flujo pla´stico
˙p 6= 0 puede ocurrir so´lo en la superficie de fluencia. Luego, las condiciones KKT
resultan en:
λ ≥ 0, f(σ) ≤ 0, λf(σ) = 0 (3.7)
Por otro lado, si se asume un esfuerzo impuesto en un tiempo t de manera
que σ(t) ∈ ∂E ⇔ f [σ(t)] = 0, se puede observar que f˙ [σ(t)] ≤ 0. Esto se debe
a que un f˙ [σ(t)] positivo implicar´ıa un f [σ(t + δt)] positivo para un paso de
tiempo, lo cual infringe la condicio´n impuesta por la funcio´n de fluencia f(σ) ≤ 0.
Luego, se pueden establecer condiciones adicionales, mediante las cuales se puede
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determinar el flujo pla´stico λ ≥ 0 en un tiempo t [34]:
λ ≥ 0, f˙(σ) ≤ 0, λf˙(σ) = 0 (3.8)
A e´stas se les conoce como las condiciones de consistencia y establecen que para
que la deformacio´n pla´stica pueda evolucionar, el esfuerzo debe persistir en la
superficie de fluencia.
Relacio´n tangente elasto-pla´stica
Conside´rese un estado de carga σ ∈ Eσ ⇔ f(σ) < 0. Tomando en cuenta las
condiciones KKT, se establece que λ = 0, definiendo una respuesta ela´stica. Lue-
go, de (3.6), se plantea la relacio´n entre la tasa de esfuerzo y tasa de deformacio´n
para una carga ela´stica:
σ˙ = E˙⇔ λ = 0 (3.9)
Por otro lado, conside´rese ahora un estado de carga σ ∈ ∂Eσ ⇔ f(σ) = 0. De
las condiciones KKT, se tiene que λ ≥ 0. Como ya se menciono´, las condiciones





f(σ)σ˙ ≤ 0 (3.10)
Reemplazando (3.6) en la expresio´n anterior, se tiene:
f˙(σ) = sign(σ)E˙− Eλ ≤ 0 (3.11)
Dado que Eλ es siempre mayor a cero, se describen dos casos admisibles:
1. En el caso que ˙ y σ tengan signo contrario, se requiere un λ = 0 para
el cumplimiento de la desigualdad. Esto define una descarga ela´stica, de
manera que f˙(σ) < 0. La evolucio´n viene dada por la ecuacio´n (3.9).
2. En el caso que ˙ y σ tengan el mismo signo, se requiere un λ > 0 para el
cumplimiento de la desigualdad. Esto define un estado de fluencia (pla´stico),
de manera que, por las condiciones de consistencia, f˙(σ) = 0. Ahora, es
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posible despejar el multiplicador pla´stico de (3.11), obtenie´ndose:
λ = sign(σ)˙⇒ ˙ = ˙p (3.12)
Reemplazando estos resultados en (3.6), se obtiene, para un estado de carga
pla´stico:
σ˙ = 0⇔ λ > 0 (3.13)
Este resultado es evidente en la gra´fica esfuerzo-deformacio´n caracter´ıstica
de la plasticidad perfecta, como se puede apreciar en la Figura 3.1.
Disipacio´n de energ´ıa
En esta seccio´n, se verifica el cumplimiento de los principios termodina´micos
para el modelo planteado. En la termodina´mica cla´sica, la desigualdad de disi-
pacio´n establece que la tasa de disipacio´n meca´nica D debe ser mayor o igual a
cero, lo cual, para un proceso isote´rmico, se tiene [4]:
D = σ˙− Ψ˙ ≥ 0 (3.14)
Es fa´cil ver que la expresio´n anterior resulta directamente de la desigualdad de
Clausius-Duhem (2.15). Para este caso, la disipacio´n de energ´ıa se atribuye a las
dos variables de estado: la deformacio´n total y la deformacio´n pla´stica. Aplicando
la regla de la cadena a la energ´ıa libre, se obtiene:




˙p ≥ 0 (3.15)
Utilizando las ecuaciones constitutivas (3.2) y la regla de flujo (3.5), se define la
desigualdad de disipacio´n, la cual resulta en el potencial de disipacio´n pla´stico Φ:
D = Φ = σ˙p = λσ sign(σ) ≥ 0 (3.16)
Se analizan los dos resultados posibles:
1. Para ˙p = 0, se tiene Φ = 0, lo cual es un resultado conocido para un estado
de carga ela´stica.
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2. Para ˙p 6= 0, se tiene, de la definicio´n de λ ≥ 0, que siempre se cumple la
desigualdad para el modelo de plasticidad perfecta.
3.1.1.2. Plasticidad con endurecimiento isotro´pico
En esta seccio´n se generaliza el modelo de plasticidad perfecta desarrollado
en la seccio´n anterior para incorporar efectos de endurecimiento. En el caso de
plasticidad perfecta, la regio´n ela´stica Eσ no var´ıa con la deformacio´n pla´stica.
Por otro lado, en el modelo de endurecimiento, Eσ se expande conforme aumenta
la deformacio´n pla´stica p. Se toman las siguientes consideraciones en el modelo
[34]:
El endurecimiento es isotro´pico. Esto es, el centro de Eσ se mantiene en el
origen durante toda la evolucio´n.
El endurecimiento es linealmente proporcional al flujo pla´stico |˙p|. Se rela-
cionan en funcio´n de una constante de endurecimiento H.
En la Figura 3.2, se puede apreciar un mecanismo prototipo que simula el
comportamiento de plasticidad con endurecimiento, as´ı como una t´ıpica curva
esfuerzo-deformacio´n.
Criterio de fluencia y ecuaciones constitutivas
Se define la energ´ıa libre en funcio´n de la variable interna de plasticidad y una
variable interna de endurecimiento isotro´pico κ [33]:
Ψ(, p, κ) =
1
2
E(− p)2 + 1
2
Hκ2 (3.17)





= E(− p), σ = −∂Ψ
∂p
= E(− p) ≡ σ (3.18)
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(b) Curva t´ıpica esfuerzo-deformacio´n
Figura 3.2: Prototipo de plasticidad con endurecimiento isotro´pico
El modelo reolo´gico esta´ compuesto por un resorte con rigidez E correspondiente a la defor-
macio´n ela´stica y un dispositivo friccionante con l´ımite de fluencia σy funcionando en paralelo
con un resorte de endurecimiento con mo´dulo H. Como se puede observar en la Figura 3.2b,
el esfuerzo inicial de fluencia (y por lo tanto la regio´n ela´stica) cambia conforme evoluciona
la plasticidad con endurecimiento, el cual, como se vera´, esta´ directamente relacionado a la
deformacio´n pla´stica.
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Luego, la funcio´n de fluencia esta´ definida por:
f(σ, κ) = |σ| − [σy +Hκ] = |σ| − σy + k ≤ 0 (3.20)
Para poder definir la evolucio´n del sistema, se debe definir la relacio´n entre la
plasticidad y el endurecimiento. Para esto, se considera la relacio´n ma´s simple,
de manera que [34]:
κ˙ = |˙p| (3.21)
Regla de flujo y condiciones complementarias
De manera ana´loga a lo desarrollado para plasticidad perfecta, se obtienen las








f(σ, k) = λ (3.23)
donde nuevamente se han utilizado los conceptos descritos en la Seccio´n 2.3.2.
Ingresando la regla de flujo (3.22) en la ecuacio´n constitutiva (3.18), se obtiene la
misma ecuacio´n diferencial del esfuerzo (3.6). Adema´s, se aplica el mismo criterio
de las condiciones KKT, las cuales ahora se definen de la siguiente manera:
λ ≥ 0, f(σ, k) ≤ 0, λf(σ, k) = 0 (3.24)
Asimismo, se tienen las condiciones de consistencia:
λ ≥ 0, f˙(σ, k) ≤ 0, λf˙(σ, k) = 0 (3.25)
Cabe recalcar que se pueden definir formulaciones alternativas para la evolu-
cio´n de κ˙. En este caso, la ecuacio´n (3.21) establece la formulacio´n conocida como
deformacio´n pla´stica equivalente [34].
Relacio´n tangente elasto-pla´stica
De manera similar a lo desarrollado para plasticidad perfecta, conside´rese un
estado de carga ela´stica, de manera que f(σ, k) < 0 y λ = 0. En este caso, la
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evolucio´n au´n viene dada por la expresio´n (3.9).
Por otro lado, conside´rese un estado de carga pla´stica, de manera que f(σ, k) =
0 y λ ≥ 0. De las condiciones de consistencia, se tiene:
f˙(σ, k) = sign(σ)E˙− Eλ−Hκ˙ = sign(σ)E˙− λ(E +H) ≤ 0 (3.26)
Nuevamente, se deben definir los dos casos admisibles.
1. En el caso que σ y ˙ tengan signo contrario, se requiere un λ = 0 para el
cumplimiento de la desigualdad. Esto define una descarga ela´stica, por lo
que f˙(σ, k) < 0. La evolucio´n viene dada por (3.9).
2. Por otro lado, si σ y ˙ tienen el mismo signo, se requiere un λ = 0 para el
cumplimiento de la desigualdad. Esto define un estado de endurecimiento,















se le conoce como el mo´dulo tangente elasto-pla´stico. Representa
la pendiente de la curva esfuerzo-deformacio´n en la fase de fluencia.
El concepto de endurecimiento y el modelo explorado se pueden generalizar
para los siguientes casos [33]:
Para H = 0, se recobra el modelo de plasticidad perfecta.
Para un valor de H < 0, se obtiene un comportamiento de plasticidad con
ablandamiento.
Un H ≈ ∞ implicar´ıa que el mo´dulo elasto-pla´stico tienda a E, resultando
en un comportamiento ela´stico.
Un H = −E implicar´ıa que el mo´dulo elasto-pla´stico tienda a infinito en
valor absoluto, resultando en un comportamiento infinitamente fra´gil.
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Disipacio´n de energ´ıa
Retomando nuevamente la expresio´n (2.15), se establece la desigualdad de di-
sipacio´n en funcio´n de las tres variables de estado para el caso de endurecimiento:






κ˙ ≥ 0 (3.29)
Utilizando las ecuaciones constitutivas (3.18) y la reglas de flujo asociadas (3.22)
y (3.23), se define la desigualdad de disipacio´n como el potencial de disipacio´n de
plasticidad con endurecimiento Φ:
D = Φ = σ˙p + kκ˙ = λ[σ sign(σ) + k] ≥ 0 (3.30)
Se analizan los siguientes casos posibles:
1. Para λ = 0, se tiene, nuevamente Φ = 0, definiendo un estado de carga
ela´stica.
2. Para λ 6= 0, se tiene un estado de fluencia. De las condiciones KKT, se
establece f(σ, k) = 0. Despejando de (3.20), se tiene que |σ| + k = σy. Ya
que |σ| = σ sign(σ), la desigualdad de disipacio´n resulta en:
Φ = λσy ≥ 0 (3.31)
De las definiciones de λ y σy, se concluye que se cumple la desigualdad para
el modelo de endurecimiento isotro´pico.
3.1.1.3. Algoritmo local para plasticidad
En esta seccio´n se desarrolla un algoritmo para obtener la evolucio´n local de
plasticidad con endurecimiento isotro´pico, siguiendo el procedimiento desarrolla-
do en [34]. Para esto, se opta por el me´todo de Euler, el cual permite la obtencio´n
de un algoritmo de mapeo esta´ndar basado en la imposicio´n de desplazamientos.
Estado de evolucio´n
Conside´rese un estado admisible (σ, k) ∈ Eσ dentro de la regio´n ela´stica, en el
cual se impone una tasa de deformacio´n ˙. Congelando el flujo pla´stico, se define
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un nuevo estado de prueba:
σ˙pr = E˙, κ˙pr = 0 (3.32)
Ya que se ha congelado el flujo pla´stico, este estado representa una evolucio´n
ela´stica, la cual puede resultar en un estado ficticio. En este caso, se debera´
verificar la solucio´n y realizar la correccio´n adecuada. Reemplazando la expresio´n
anterior en (3.6), se define el estado actualizado:
σ˙ = σ˙pr − λE sign(σ), κ˙ = λ (3.33)
Queda por determinar el valor del multiplicador pla´stico λ ≥ 0. Para esto,
se recurre a la funcio´n de fluencia y a las condiciones complementarias. Primero,
si f(σ, k) < 0 ⇒ λ = 0, se concluye que el estado de prueba es el estado real,
representando una respuesta ela´stica ante la deformacio´n impuesta. Por otro lado,
si f(σ, k) = 0 ⇒ λ ≥ 0, se debe recurrir a las condiciones de consistencia para
encontrar el valor del multiplicador pla´stico. Para esto, se define la expresio´n
(3.26) en te´rminos del estado de prueba:
f˙(σ, k) = sign(σ)σ˙pr − λ(E +H) ≤ 0 (3.34)
De lo anterior, se analizan dos casos posibles:
1. En el caso que sign(σ)σ˙pr < 0, se requiere un λ = 0 para el cumplimiento
de la desigualdad. Esto implica que la respuesta es una descarga ela´stica,
de manera que σ˙ = σ˙pr y κ˙ = κ˙pr.
2. Por otro lado, si sign(σ)σ˙pr > 0, se requiere un λ > 0 para el cumplimien-
to de la desigualdad. Esto implica una respuesta pla´stica y aplicando las






La evolucio´n ahora esta´ definida al reemplazar esta expresio´n en (3.33),
corrigiendo el estado de prueba.
Una ves establecidos estos conceptos, se debe definir un me´todo algor´ıtmico
para la obtencio´n de los para´metros que determinan el estado actualizado luego
de la imposicio´n de un desplazamiento.
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Discretizacio´n temporal
Se procede a resolver el modelo de forma nume´rica mediante una discretizacio´n
temporal. Conside´rese un estado en un tiempo tn completamente definido por
{n, pn , κn}. De las ecuaciones constitutivas, se conoce el esfuerzo σn:
σn = E[n − pn ] (3.36)
En un incremento de tiempo ∆t = tn+1 − tn, se aplica un incremento de defor-
macio´n ∆ = n+1 − n. El problema radica en actualizar las variables de estado
para tn+1, encontrando
{
n+1, pn+1 , κn+1
}
. Esto define el nuevo estado:
σn+1 = E[n+1 − pn+1 ] (3.37)
Procedimiento incremental
Para obtener las variables de estado luego de un paso de tiempo, se plantea el









Luego, se define un multiplicador de Lagrange ∆λ = λn+1∆t ≥ 0. Reemplazando
esto en la expresio´n anterior, se obtiene la actualizacio´n de las variables internas:
pn+1 = pn + ∆λ sign(σn+1), κn+1 = κn + ∆λ (3.39)
El problema se reduce a encontrar ∆λ de manera adecuada. Para esto, se recurre
a la versio´n discreta de las condiciones KKT:
fn+1 = |σn+1| − [σy +Hκn+1] ≤ 0, ∆λ ≥ 0, ∆λfn+1 = 0 (3.40)
Establecido esto, se retoma el concepto del estado de prueba. Congelando la
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evolucio´n de la deformacio´n pla´stica, se tiene para el tiempo tn+1:
σprn+1 = E(n+1 − pn) = σn + E∆
prpn+1 = pn
κprn+1 = κn
fprn+1 = |σprn+1| − [σy +Hκn]
(3.41)
Nuevamente, esto representa un paso de carga ela´stica, por lo que puede ser una
respuesta ficticia al incremento de deformacio´n. Para determinar la respuesta
correcta, se analizan los siguientes casos:
1. Si fprn+1 ≤ 0, el estado de prueba es una solucio´n admisible ya que satisface











2. Por otro lado, el caso fprn+1 > 0 es inadmisible ya que no cumple con la
restriccio´n unilateral impuesta por la funcio´n de fluencia. Evidentemente,
el estado de prueba no es una solucio´n va´lida y se debe corregir mediante
∆λ > 0 ⇒ fn+1 = 0, representando una respuesta pla´stica. Se define el
nuevo estado de carga en funcio´n del estado de prueba:
σn+1 = E(n+1 − pn+1)
= E(n+1 − pn)− E(pn+1 − pn)
= σn+1pr − E∆λ sign(σn+1)
(3.43)
Mientras que la evolucio´n esta´ definida por:
σn+1 = σ
pr
n+1 − E∆λ sign(σn+1)
pn+1 = pn + ∆λ sign(σn+1)
κn+1 = κn + ∆λ
fn+1 = |σn+1| − [σy +Hκn+1]
(3.44)
Agrupando te´rminos, la primera expresio´n de (3.44) resulta en:
[|σn+1|+ ∆λE] sign(σn+1) = |σprn+1| sign(σprn+1) (3.45)
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Dado que [|σn+1|+ ∆λE] es siempre positivo, se concluye que sign(σn+1) =
signσprn+1. Entonces, se tiene que:
|σn+1|+ ∆λE = |σprn+1| (3.46)
Haciendo uso de la ecuacio´n anterior y reemplazando en la cuarta expresio´n
de (2.71), se define la funcio´n de fluencia como:
fn+1 = |σprn+1| − E∆λ− [σy +Hκn+1]−Hκn +Hκn
= |σprn+1| − E∆λ− [σy +Hκn]−H[κn+1 − κn]
= fprn+1 −∆λ(E +H) = 0
(3.47)





Finalmente, se obtiene la respuesta de manera expl´ıcita:
pn+1 = pn + ∆λ sign(σ
pr
n+1)





Como ya se menciono´, esta formulacio´n resulta en un algoritmo de mapeo
esta´ndar. En el Algoritmo 1, se resume el procedimiento y se puede observar una
interpretacio´n gra´fica en la Figura 3.3.
3.1.2. Modelizacio´n de viscoplasticidad
En esta seccio´n se desarrolla la formulacio´n cla´sica de viscoplasticidad, in-
corporando los efectos de la velocidad de carga a la respuesta elasto-pla´stica
explorada en la seccio´n anterior. Espec´ıficamente, se desarrolla el modelo de vis-
coplasticidad con endurecimiento isotro´pico basa´ndose en los trabajos de [34],
[33]. La viscosidad funciona como regularizador de un problema mal planteado
que resulta al obtener la respuesta global con plasticidad perfecta. Ya que de la
plasticidad con endurecimiento se puede recobrar el modelo de plasticidad per-
fecta, se desarrolla esta seccio´n para el caso ma´s general.
A diferencia de los modelos de plasticidad explorados en secciones anteriores,
la viscoplasticidad incorpora el concepto de sobrecarga. De esta manera, se per-
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Algoritmo 1 Algoritmo de mapeo para endurecimiento isotro´pico
Entrada: n, pn , κn, ∆
Salida: n+1, pn+1 , κn+1, σn+1
1: Calcular la deformacio´n actualizada
n+1 = n + ∆
2: Calcular el estado de prueba
σprn+1 = E(n+1 − pn), fprn+1 = |σprn+1| − [σy +Hκn]
3: if fprn+1 ≤ 0 then




, κn+1 = κ
pr








pn+1 = pn + ∆λ sign(σ
pr
n+1)
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Figura 3.3: Descripcio´n gra´fica del algoritmo de mapeo
Se realiza la correccio´n del esfuerzo de prueba ela´stico para llegar del punto 1 al punto 2 de
manera adecuada, mediante el multiplicador pla´stico.
mite que el esfuerzo exceda la superficie de fluencia; pues este esfuerzo adicional
se le atribuye a un mecanismo de disipacio´n dependiente de la velocidad de carga.
Un prototipo de un mecanismo de viscoplasticidad con endurecimiento isotro´pico
se puede apreciar en la Figura 3.4.
3.1.2.1. Modelo de viscoplasticidad con endurecimiento isotro´pico
Criterio de fluencia y ecuaciones constitutivas
La energ´ıa libre au´n esta´ definida en funcio´n de la variable interna de plasti-
cidad y la variable de endurecimiento, por lo que se escribe:
Ψ(, p, κ) =
1
2
E(− p)2 + 1
2
Hκ2 (3.50)




= E(− p), σp = −∂Ψ
∂p
= E(− p) ≡ σ (3.51)
Patricio Rodr´ıguez, Jacinto Ulloa 58
CAPI´TULO 3. FORMULACIO´N CLA´SICA
Figura 3.4: Modelo reolo´gico de viscoplasticidad con endurecimiento isotro´pico
Inicia con el funcionamiento de un resorte ela´stico con mo´dulo E. Luego, se activan los me-
canismos que funcionan en paralelo, los cuales consisten en un resorte de endurecimiento con
mo´dulo H, un mecanismo friccionante con l´ımite de fluencia σy y un amortiguador viscoso con
constante ν. El amortiguador permite la aparicio´n de una sobrecarga por encima de la superficie
de fluencia de los mecanismos de plasticidad y endurecimiento.




mientras que se tiene la superficie de fluencia cuasiesta´tica [33]:
f(σ, k) = |σ| − [σy +Hκ] = |σ| − σy + k (3.53)
En este caso, se define a σy ≥ 0 como el esfuerzo de fluencia cuasiesta´tico [33]. A
diferencia de la plasticidad, se permite al esfuerzo superar la superficie de fluencia
∂Eσ, de manera que |σ| > σy +Hκ es una solucio´n admisible. Con esto, se tienen
los siguientes casos:
1. Para f(σ, k) ≤ 0, no existe evolucio´n en las variables internas, de manera
que ˙p = 0. No´tese que a diferencia del modelo de plasticidad, la respuesta
ela´stica esta´ definida por f(σ, k) ≤ 0 en lugar de f(σ, k) < 0.
2. Por otro lado, si f(σ, k) > 0, existe un esfuerzo adicional a σy + Hκ deno-
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minado sobrecarga σex, definido por:
σex = (|σ| − [σy +Hκ]) sign(σ) = f(σ, k) sign(σ) (3.54)
Adema´s, evoluciona la variable de plasticidad, de manera que |˙p| = λ >
0 ⇔ f(σ, k) > 0. Definiendo a υ como la constante de viscosidad, se tiene








f(σ, k) sign(σ) (3.55)
Haciendo uso de la funcio´n de rampa 〈f〉 = f+|f |
2
y de (3.55), se define la





Nuevamente, se define la evolucio´n de la variable de endurecimiento me-
diante la expresio´n de deformacio´n pla´stica equivalente, de manera que:
κ˙ = |˙p| (3.57)
Lo anterior resulta de la formulacio´n de Perzyna. En la siguiente seccio´n,
se explora un modelo equivalente que resulta u´til para el ana´lisis nume´rico
[34].
Proyeccio´n al punto ma´s cercano
En esta seccio´n se explora la formulacio´n equivalente de Duvaut y Lions,
siguiendo el procedimiento desarrollado en [34]. Primero, se introduce el concepto
de tiempo de relajacio´n definido por τ =
υ
E +H
. En [34], se describe a detalle
su interpretacio´n f´ısica. Con esto, se escribe (3.56) como:
˙p =






donde Pσ ∈ R → ∂Eσ es la proyeccio´n del esfuerzo al punto ma´s cercano de la
superficie de fluencia. Esta proyeccio´n representa la regularizacio´n definida por la
viscoplasticidad.
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3.1.2.2. Algoritmo local para viscoplasticidad
En esta seccio´n se resume el desarrollo del algoritmo local de regularizacio´n
con viscoplasticidad de [34]. Se basa en la idea de que mientras la constante de
viscosidad tienda a cero, tambie´n lo hace la sobrecarga y la solucio´n se aproxima
a la plasticidad sin viscosidad. El mismo efecto se obtiene conforme disminuye la
velocidad de carga, o en su defecto, aumenta el intervalo de tiempo en el que se
aplica. En resumen, mientras t/τ → ∞, se pierde el efecto de la viscosidad y la
solucio´n se vuelve independiente de la velocidad de carga.
Lla´mese {σ∞, κ∞} a la solucio´n de plasticidad no viscosa obtenida mediante
el Algoritmo 1. Generalizando los conceptos de la seccio´n anterior, se escriben las








Como se puede ver, la proyeccio´n Pσ esta´ definida por el conjunto de variables















Dadas las ecuaciones diferenciales que determinan la evolucio´n de las varia-
bles, se debe resolver el problema nume´ricamente mediante una discretizacio´n
temporal. El problema se reduce a encontrar las inco´gnitas
{
σn+1, pn+1 , κn+1
}
para un tiempo tn+1, conociendo las variables actuales {σn, pn , κn} en el tiem-
po tn. Nuevamente, se impone un incremento de deformacio´n en ∆, de manera
que la deformacio´n en el tiempo tn+1 viene dada por n+1 = n + ∆. Para es-

















Recordando el concepto del estado de prueba y haciendo uso de la primera ex-
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En el Algoritmo 2, se resume el procedimiento para la evolucio´n del modelo de
viscoplasticidad [34].
Algoritmo 2 Algoritmo local de viscoplasticidad
Entrada: n, pn , κn, ∆
Salida: n+1, pn+1 , κn+1, σn+1
1: Calcular la deformacio´n actualizada
n+1 = n + ∆







mediante el Algoritmo 1.
3: if fprn+1 ≤ 0 then
4: return Paso de carga ela´stica del Algoritmo 1
5: else
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3.2. El problema de valores de contorno
En esta seccio´n se describe la forma fuerte y la forma de´bil del problema
de valores de contorno y se obtiene la respuesta elasto-pla´stica global mediante
el me´todo de elementos finitos. El punto de partida es el balance de momento
lineal, el cual es independiente del modelo constitutivo adoptado; pues representa
un principio f´ısico general. Se obtiene la respuesta de manera local mediante
uno de los algoritmos desarrollados en las secciones anteriores y se obtiene un
problema no lineal, el cual se resuelve iterativamente mediante el me´todo de
Newton-Raphson. Esta seccio´n esta´ basada en el desarrollo de [34].
3.2.1. Forma fuerte del problema de valores de contorno
Conside´rese la barra unidimensional de la Figura 1.3 ocupando un espacio
Ω = [0, L]. Para definir el problema de valores de contorno, se establecen las
condiciones de frontera. Al tratarse de un problema cuasiesta´tico, basta con im-
poner condiciones en el campo de desplazamientos. Se imponen condiciones tipo
Dirichlet en ∂Ω, de manera que:1
u(0, t) = 0, u(L, t) = u¯(t) ∀ t ∈ [0, T ] (3.63)
donde u¯(t) es el desplazamiento impuesto y t ∈ [0, T ] es un tiempo determinado
dentro del dominio de tiempo en el cual se imponen desplazamientos.





− bf − ∂σ
∂x
= 0 (3.64)
Junto con las condiciones de frontera, esta ecuacio´n define la forma fuerte del
problema de de valores de contorno, donde el campo de esfuerzos esta´ definido
por el campo de desplazamientos mediante las deformaciones. Para un cuerpo
ela´stico, se tiene la relacio´n lineal σ(x, t) = E(x, t). Por otro lado, si la evolucio´n
1Otra posibilidad ser´ıa imponer una condicio´n tipo Neumann en un extremo o en ambos.
Podr´ıa imponerse, por ejemplo, σ(L, t) = σ¯(t); sin embargo, esto generar´ıa dificultes al momento
incorporar efectos de ablandamiento mediante el dan˜o. El problema quedar´ıa mal planteado y
no tendr´ıa una solucio´n definida; pues existir´ıa ma´s de un posible desplazamiento para un mismo
esfuerzo.
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de la barra corresponde a uno de los modelos constitutivos locales desarrollados
en las secciones anteriores, el problema se vuelve no lineal, estando el esfuerzo
definido por la deformacio´n de manera impl´ıcita mediante tasas de variacio´n.
Adema´s, el problema se encuentra sujeto a consideraciones adicionales, como son
las condiciones de carga y descarga y la funcio´n de fluencia.
3.2.2. Forma de´bil del problema de valores de contorno
Para resolver el problema mediante el me´todo de elementos finitos, se debe
definir el problema de valores de contorno mediante el principio de trabajo virtual.
Se define una funcio´n de pesos w (un desplazamiento virtual), por la cual se















dx = 0 ∀ w admisible (3.65)
No´tese que la funcio´n de pesos tiene que ser admisible. Espec´ıficamente, debe
cumplir con las condiciones de frontera empleadas en el problema de valores de



















= 0 ∀ w admisible (3.66)
Junto con las condiciones de frontera, la ecuacio´n (3.66) representa la forma de´bil
del problema de valores de contorno. Al tratarse de un problema cuasiesta´tico, el
te´rmino que contiene la derivada de la velocidad se elimina. Con esto, la forma
de´bil resulta en la resta del trabajo realizado por las fuerzas internas y el trabajo

















= 0 ∀ w admisible (3.67)
Por otro lado, el problema se resuelve con la imposicio´n de condiciones tipo
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Dirichlet. Adema´s, no se imponen fuerzas de cuerpo, por lo que el problema se





dx = 0 ∀ w admisible (3.68)
La solucio´n del problema se basa en dos discretizaciones. La discretizacio´n
temporal se realiza al actualizar las variables de estado mediante los algoritmos
locales. Por otro lado, la discretizacio´n espacial determina la solucio´n global, y se
resuelve mediante el me´todo de elementos finitos como se describe en la siguiente
seccio´n.
3.2.3. Solucio´n mediante elementos finitos unidimensio-
nales
La solucio´n mediante el me´todo de elementos finitos radica en encontrar una
aproximacio´n nume´rica para u(x, t). Con esto, se encuentra el esfuerzo σ(x, t)
mediante uno de los modelos constitutivos descritos anteriormente.
3.2.3.1. Funciones de aproximacio´n
Se definen las siguientes funciones de aproximacio´n:
w(x) ≈ wh(x) =
n∑
i=1
wiNi(x), σ(x, t) ≈ σh(x, t) ∀ wh admisible (3.69)
donde Ni(x) son los valores de un vector de funciones de forma y wi son los valores
de un vector de constantes. No se emplea la misma aproximacio´n para el esfuerzo
ya que e´ste se calcula de manera local mediante uno de los modelos constitutivos.















dx = 0 ∀ w admisible (3.70)
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σhBTdx = wT [Fint] = 0
= wTR ∀ w admisible
(3.71)
donde R se define como el residuo del sistema de ecuaciones.2 Si bien w es
arbitrario, debe cumplir con ciertas condiciones de contorno. Por otro lado, se
tiene que el estado en el contorno es conocido; pues se han impuesto condiciones
tipo Dirichlet en los extremos. Esto implica que el sistema que se debe resolver
es el siguiente:
[









donde los vectores anteriores corresponden a las versiones reducidas de w y Fint.
Ya que los elementos wi del vector reducido no esta´n sujetos a ninguna restriccio´n,
el sistema de ecuaciones se reduce a:
R = Fintred = 0 (3.72)
2Dado que no existen fuerzas externas en el modelo planteado, el residuo R es igual al vector
de fuerzas internas Fint. En el caso general, se tiene R = Fint −Fext, donde el u´ltimo te´rmino
corresponde el vector de fuerzas externas.
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donde el sub´ındice red hace referencia al vector reducido. Por simplicidad de
nomenclatura, se omitira´ este sub´ındice de aqu´ı en adelante.
3.2.3.2. Discretizacio´n espacial
Se procede a construir las funciones de discretizacio´n. Para ello, se define una




Definiendo he = xe+1 − xe como el taman˜o de la malla de discretizacio´n, se






































donde xle representa los puntos de cuadratura dentro del elemento, w
l el factor de
cuadratura, y m el nu´mero de puntos empleados. Esto implica que el esfuerzo se
requiere conocer en puntos discretos correspondientes a los puntos de cuadratura.
Para resolver este problema, se usa un solo punto correspondiente al centro del





f inte = 0 (3.75)
donde A es un operador de ensamblaje de vectores locales al vector global.
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3.2.3.3. Solucio´n incremental del sistema de ecuaciones
Del problema anterior, queda por encontrarse σh(x, t) de elemento en elemen-
to. Para ello, se recurre a un procedimiento incremental iterativo, empleando el
me´todo de Newton-Raphson. Conside´rese un estado de equilibrio conocido en un
tiempo tn, de manera que σ
h
n cumpla con R = 0. Se aplica un desplazamiento
incremental en el extremo de la barra desde el tiempo tn hasta un tiempo tn+1,
de manera que:
u¯n+1 = u¯n + ∆u¯n (3.76)





, y los esfuerzos σhn+1 de manera que Rn+1 = 0.
Por simplicidad de nomenclatura, se omite el super´ındice h de aqu´ı en adelante.
3.2.3.4. Procedimiento iterativo
Conside´rese un estado del sistema en la iteracio´n k durante el paso de tiempo
[tn, tn+1]. Se debe encontrar la solucio´n en la iteracio´n k + 1, de manera que se
cumplan los requerimientos de convergencia. Se resume el procedimiento general
en los siguientes pasos.
1. Se calculan los desplazamientos nodales en la iteracio´n k mediante el incre-
mento en desplazamientos nodales ∆dkn+1:
dkn+1 = dn + ∆d
k
n+1 (3.77)





2. Se obtienen los esfuerzos σkn+1 mediante uno de los modelos constitutivos
locales, empleando el Algoritmo 1 para plasticidad y el Algoritmo 2 para
viscoplasticidad.
3. Se encuentra el vector de fuerzas internas locales f int
k
n+1 mediante (3.74), y se
ensambla el vector de fuerzas globales Fint
k
n+1 mediante (3.75).
4. Se verifica la convergencia mediante Rkn+1 = 0, considerando una tolerancia.
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5. Si no se cumple la tolerancia, se obtiene ∆dkn+1 y se repite el procedimiento,
actualizando k = k + 1.
Queda por definirse el valor de ∆dkn+1. Para ello, se parte del cambio en






















































Luego, de manera ana´loga a lo realizado para las fuerzas internas, se ensambla la





























n+1 = 0 (3.83)
de donde, finalmente, se despeja los desplazamientos incrementales:
∆dk+1n+1 = −[Kkn+1]−1[Rkn+1] (3.84)
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en la obtencio´n de la matriz de rigidez. A e´ste se le conoce como el mo´dulo




E, sifprn+1 ≤ 0
0, sifprn+1 > 0
(3.87)



























donde C∞ es el mo´dulo tangente de la respuesta elastopla´stica correspon-
diente.
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3.3. Acoplamiento de dan˜o no local a plastici-
dad
3.3.1. Ecuaciones constitutivas
El modelo implementado en este trabajo tiene plasticidad perfecta homoge´nea
como la primera fase de disipacio´n de energ´ıa. Una vez pasado cierto limite de
deformacio´n, empieza la evolucio´n de la variable interna de dan˜o no local α, no
homoge´nea en el espacio. E´sta se acopla a la plasticidad de manera que exista
una codependencia entre ambos feno´menos disipativos. Esta dependencia entre
el dan˜o y las deformaciones pla´sticas es caracter´ıstica en materiales con fractura
du´ctil, representando una evolucio´n de elasticidad, plasticidad y dan˜o acoplado a
plasticidad (E-P-DP).3
Se plantea la energ´ıa libre en funcio´n de la variable de dan˜o:
Ψ(, p, α) =
1
2
Eo(1− α)2(− p)2dx (3.90)









= Eo(α)(− p) ≡ σ
(3.91)
De lo anterior, se puede observar que el uso del factor (1 − α)2 (caracter´ıstico
de materiales con evolucio´n E-D-DP, ver [1]) es equivalente a tomar γ = 2 en
la expresio´n (2.30). Con esto, las ecuaciones constitutivas quedan definidas en




= Eo(− p)2(1− α) = 1
Eo
(1− α)σˆ (3.92)
3Cabe recalcar que si bien se realiza la implementacio´n de una evolucio´n E-P-DP, el modelo
es ma´s general; pues se pueden abarcar distintas evoluciones, como son: elasticidad-dan˜o (E-D);
elasticidad-plasticidad-dan˜o (E-P-D) y elasticidad-dan˜o-dan˜o y plasticidad (E-D-DP).
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3.3.2. Criterio de dan˜o no local
Ana´logo a lo desarrollado en plasticidad, se impone una funcio´n de fluencia de
dan˜o. El criterio de dan˜o que se emplea en este trabajo resulta de la formulacio´n
variacional del Cap´ıtulo 4 (ver [1]), donde se desarrolla su obtencio´n a detalle. En
un marco de formulacio´n cla´sica, basta con imponer este criterio como la funcio´n
de dan˜o, y utilizando el concepto de la ecuacio´n (2.31), se tiene:




|˙p(x, τ)|dτ es la deformacio´n pla´stica acumulada. Adema´s, se ha
introducido la variable correspondiente a la gradiente de dan˜o α′′, caracter´ıstica
en modelos no locales. Adoptando el modelo planteado por [1], la funcio´n de dan˜o
se escribe como:
fd = a(σˆ)− w′(α) + pm(α) + η2α′′ ≤ 0 (3.94)
donde w(α) esta´ relacionado al trabajo disipado y η es un te´rmino relacionado a la
longitud interna. El te´rmino m(α) permite el acoplamiento de dan˜o a plasticidad,
cumpliendo con m(α) > 0 ∀ α ∈ [0, 1). Se toman las siguientes consideraciones
constitutivas [1]:
E(α) = Eo(1−α)2, w(α) = woα, σy(α) = σyo(1−α)2, m(α) = −σ′yo(α) (3.95)
donde σyo es el mo´dulo de fluencia en plasticidad inicial. Reemplazando en (3.94),
se obtiene:
fd = Eo(− p)2(1− α)− wo + 2σyo(1− α)p+ η2α′′ ≤ 0 (3.96)
La expresio´n (3.94) se ha adoptado de [1] y representa la ecuacio´n de gobierno
de la variable de dan˜o no local. Al ser una ecuacio´n diferencial de segundo orden
en α, se resuelve mediante el me´todo de elementos finitos, como se describe en la
siguiente seccio´n. Esta´ sujeta a las siguientes condiciones de contorno:
α(0, t) = α(L, t) = 0 (3.97)
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Adema´s, se descarta la posibilidad del material de recuperar su rigidez, por lo
que se aplica la condicio´n de irreversibilidad en el dan˜o:
α(ti) ≤ α(tj) ∀ i ≤ j (3.98)
3.3.3. Solucio´n mediante elementos finitos unidimensio-
nales
El criterio de dan˜o se cumple con fd = 0. Luego, las condiciones de contorno
(3.97) y la ecuacio´n diferencial (3.96) igualada a cero representan la forma fuerte
















w dx = 0 ∀ w admisible
(3.99)
donde nuevamente se ha utilizado la funcio´n de pesos w. Integrando por partes
el u´ltimo te´rmino y aplicando las condiciones tipo Dirichlet (3.97), se obtiene la


















dx = 0 ∀ w admisible
(3.100)
Aplicando las funciones de aproximacio´n y las definiciones vectoriales de la Sec-















BTη2Bαdx = 0 ∀ w admisible
(3.101)
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donde α es el vector columna de valores de dan˜o nodales. De la expresio´n anterior,
se resalta que el conjunto de variables de estado {, p, p} no se obtiene en la
resolucio´n de esta ecuacio´n; pues ingresan como constantes luego de resolver el

























BTη2Bαdx = 0 ∀ w admisible
(3.102)

























Aplicando la discretizacio´n espacial de la Seccio´n 3.2.3.2, se evalu´an los integrales






donde (•) y (•)e corresponden a los vectores y matrices de (3.103) a nivel global
y elemental, respectivamente. Luego, se escribe (3.102) como:
wT [Ed − Ldα−Wd − Sd −Mdα− Jdα] = 0 (3.105)
Recordando que las condiciones tipo Dirichlet implican la resolucio´n de matrices
reducidas, la arbitrariedad del vector w permite que sea eliminado de la ecuacio´n.
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Por tanto, se despejan los valores de dan˜o nodales:
α = [−Jd − Ld −Md]−1[Wd − Sd − Ed] (3.106)
3.4. Implementacio´n computacional
El me´todo empleado se basa en dos procedimientos ba´sicos. Mediante el pro-
blema de valores de contorno de la Seccio´n 3.2, se obtiene la respuesta de plas-
ticidad; obtenie´ndose en definitiva las variables de estado correspondientes, los
esfuerzos y los desplazamientos. Los resultados pasan a ser datos de entrada en
la ecuacio´n de gobierno del dan˜o, mediante la cual se actualiza la variable interna
α(x, t). Luego, este valor se introduce en la respuesta elastopla´stica, de manera
que la rigidez E(α) y el esfuerzo de fluencia σy(α) se vean afectados por el dan˜o.
Esto resulta en un procedimiento iterativo mediante el cual se obtiene la respuesta
global empleando criterios de convergencia.
No´tese que al modificar el limite de fluencia, la superficie de fluencia en plas-
ticidad ahora viene dada por:
fp = |σ| − σy(α) ≤ 0 (3.107)
Una vez iniciado el dan˜o, el criterio de plasticidad se cumple como igualdad en la
zona de localizacio´n; pues el resto de la barra experimenta una descarga ela´stica.
En la implementacio´n computacional, se toman las siguientes consideraciones:
Se aplican los desplazamientos en el controno de manera incremental, donde
ndesp es el nu´mero de desplazamientos impuestos.
Se emplean dos criterios de convergencia: la sumatoria de las fuerzas inter-
nas para el problema de plasticidad y la norma infinita para el dan˜o.
Se definen dos tolerancias de convergencia: tolp para la sumatoria de las
fuerzas internas y told para la norma infinita.
El procedimiento general de la implementacio´n de la formulacio´n cla´sica se re-
sume en el Algoritmo 3.
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Algoritmo 3 Algoritmo de la formulacio´n cla´sica
Entrada: los pasos de carga (desplazamientos) y para´metros constitutivos
Salida: valores globales de variables internas, desplazamientos y esfuerzos
1: for n = 1 to ndesp
2: Inicializar el primer contador
k = 0
3: while ||αkn −αk−1n ||∞ > told and k <= itmax
4: Inicializar el segundo contador y los desplazamientos incrementales
j = 0, ∆djn = 0
5: while ||Rjn||1 > tolp and k <= itmax
6: Inicializar la matriz de rigidez y el vector de fuerzas internas para las
iteraciones
Kjn = 0, F
intj
n = 0
7: for e = 1 to nel
8: Obtener el dan˜o promedio del elemento α¯
9: Obtener {σ, , p, p} mediante el Algoritmo 1 o el Algoritmo 2 y el







12: if ||Rjn||1 > tolp then





14: j = j + 1
15: end if
16: end while
17: Obtener los valores nodales de dan˜o α mediante (3.106)
18: if ||αkn −αk−1n ||∞ > told then
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Formulacio´n Energe´tica
En este cap´ıtulo se presenta el desarrollo de la formulacio´n energe´tica para
el modelo de plasticidad y dan˜o analizado en este trabajo. Las hipo´tesis adopta-
das acerca del comportamiento del material y los feno´menos disipativos son las
mismas que se presentaron en la formulacio´n cla´sica del Cap´ıtulo 3. Primero, se
muestran los potenciales de energ´ıa y disipacio´n que se utilizan en la formulacio´n
variacional del problema de plasticidad y dan˜o propuestos por [1]. Se ampl´ıa la
descripcio´n de las funciones e hipo´tesis constitutivas del modelo introducidas en
el Cap´ıtulo 3. Luego, se introducen estos potenciales en los principios energe´ti-
cos tratados en la Seccio´n 2.4, con lo que se obtiene un modelo matema´tico del
problema de plasticidad y dan˜o. Adema´s, en esta parte, se muestra co´mo al apli-
car los principios energe´ticos de estabilidad y balance de energ´ıa, se obtienen
las superficies y las condiciones de consistencia propias del enfoque cla´sico del
problema, con lo que se demuestra la equivalencia entre las dos formulaciones.
Se introducen funciones constitutivas en la formulacio´n y se plantea el funcional
de energ´ıa que se utiliza para la obtencio´n del modelo nume´rico del problema. El
cap´ıtulo concluye con la minimizacio´n del funcional y un algoritmo computacional
desarrollado a partir de los resultados de la minimizacio´n.
4.1. Modelo variacional de dan˜o y plasticidad
4.1.1. Potenciales energe´ticos y funciones constitutivas
El punto de partida de la formulacio´n energe´tica es la definicio´n de la energ´ıa
interna y del potencial de disipacio´n, en base a los cuales se obtienen los fun-
cionales P y D utilizados en el enfoque energe´tico de la Seccio´n 2.4. La energ´ıa
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Para la definicio´n del potencial de disipacio´n, se asume la descomposicio´n
aditiva del potencial de acuerdo a los feno´menos disipativos considerados en el
modelo: un potencial de disipacio´n pla´stica y un potencial de disipacio´n de dan˜o.
Φ = Φp + Φd (4.2)
Φp = σy(α)|˙p| (4.3)









donde los te´rminos del potencial de dan˜o corresponden a lo descrito en el Cap´ıtulo
3 para en el criterio de dan˜o. El potencial Φp se puede definir como la variacio´n con
respecto al tiempo de la energ´ıa disipada en un proceso de plasticidad homoge´neo.
Es importante observar que en la definicio´n de Φp se ha utilizado (3.16), con la
diferencia de que en (4.3) se ha an˜adido la dependencia de la variable de dan˜o α.
Por su parte, el potencial Φd se forma de la contribucio´n de funciones defini-
das tanto a nivel local o asociadas a procesos homoge´neos y de una funcio´n de
dan˜o no local. El te´rmino w˙(α) es la contribucio´n a la potencia disipada debida
u´nicamente al dan˜o. Para considerar el efecto que tiene la evolucio´n pla´stica so-
bre el potencial de dan˜o disipado, cuando los dos feno´menos se presentan en la
evolucio´n del sistema, se an˜ade al potencial el te´rmino −q(p)m(α)α˙ realizando
el acoplamiento entre los dos feno´menos disipativos. El objetivo de an˜adir un
te´rmino dependiente de la plasticidad al potencial de dan˜o y de permitir que el
potencial de plasticidad dependa expl´ıcitamente del dan˜o es lograr que las va-
riables de plasticidad y dan˜o interaccionen entre s´ı; es decir, que la plasticidad
pueda influenciar en el accionamiento y la evolucio´n del dan˜o en el sistema y vice-
versa. Finalmente, el te´rmino correspondiente al gradiente de dan˜o se adiciona al
potencial como una regularizacio´n para problemas no homoge´neos, penalizando
respuestas muy localizadas en la distribucio´n espacial del dan˜o. El factor η(α) esta´
relacionado a la longitud de la zona en la que evoluciona el dan˜o. Una simplifica-
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cio´n en este te´rmino puede hacerse de acuerdo a [29], eligie´ndose η(α) constante.
Consiguientemente, de aqu´ı en adelante se utiliza η(α) = η.
Las eleccio´n de las funciones σ(α), m(α), q(p), w(α) y E(α) dependen del com-
portamiento que se quiera representar con el modelo. A continuacio´n, se muestran
las condiciones establecidas en [1] para el modelo que se trata en este trabajo:
Pe´rdida de rigidez del material durante la fase de dan˜o:
E ′(α) ≤ 0, E(0) = E0, E(1) = 0 (4.5)
Influir en el accionamiento y la evolucio´n del dan˜o con la evolucio´n de la
plasticidad:
m(α) ≥ 0, q(p) ≥ 0, q(0) = 0 (4.6)















donde se ha introducido el mo´dulo de flexibilidad S(α) = 1/E(α).
Influir en el accionamiento y la evolucio´n de la plasticidad con la evolucio´n
del dan˜o:
σ′y(α) < 0, σy(0) = σy0 , σy(1) = 0 (4.8)
Luego de elegir los potenciales ela´stico y de disipacio´n, se introducen e´stos en
las definiciones del potencial de energ´ıa y la distancia de disipacio´n dadas en la
Seccio´n 2.4, para obtener los funcionales P y D:


























(σy(α)|˙p| − q(p)m(α)α˙) dτdx
(4.10)
En donde se ha omitido la dependencia de t y x en las funciones constitutivas
para simplificar la notacio´n.
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4.1.2. Condicio´n de estabilidad
4.1.2.1. Condicio´n de estabilidad de primer orden
Con el objetivo de explorar el comportamiento del modelo, se presenta el desa-
rrollo de la condicio´n de estabilidad de primer orden (2.42) con la introduccio´n
de los potenciales energe´ticos (4.9) y (4.10). El ca´lculo de P ′ y D′ presenta ciertas
dificultades matema´ticas que se abordan en [1]; por lo que aqu´ı, u´nicamente se
presentan sus resultados:
P ′(u, p, α)(u˜, ˜p, α˜) =
∫ L
0




























E ′(α)(− p)2α˜ dx
(4.11)







(w′(α)− q(p)m(α))α˜ + η2α′α˜′) dx
(4.12)
En la ecuacio´n (4.11), se ha introducido la fuerza fa aplicada en el contorno
tipo Neumann ∂ΩN . La ecuacio´n (2.42) se debe cumplir para cualquier valor de
(u˜, ˜p, α˜) admisible.
1 Se explora la condicio´n de estabilidad en los siguientes casos:






















1La admisibilidad de las variaciones (u˜, ˜p, α˜) hace referencia a las condiciones de contorno
y al espacio de soluciones que se establecen para cada variable.
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Como puede observarse en las ecuaciones (4.14) y (4.15), al aplicar la condicio´n de
estabilidad de primer orden sobre los funcionales P y D, se obtienen la ecuacio´n
de equilibrio y las condiciones de contorno tipo Neumann del problema.
Para u˜ = 0 y α˜ = 0 se tiene:
∫ L
0
(σy(α)|˜p| − σ˜p) dx ≥ 0 (4.16)
El mı´nimo de la ecuacio´n (4.16) se alcanza cuando su segundo te´rmino es el
ma´ximo positivo; esto es σ˜p = |σ||˜p|. Con esto, se obtiene el criterio de fluencia
de plasticidad utilizado en la formulacio´n cla´sica:
fp = |σ| − σy(α) ≤ 0 (4.17)










dx ≥ 0 (4.18)











Las siguientes condiciones aseguran que la ecuacio´n (4.19) se cumpla:
fd = −1
2





La ecuacio´n (4.20) es el criterio de dan˜o utilizado en el enfoque cla´sico del Cap´ıtulo
3, mientras que en la ecuacio´n (4.21) se obtienen condiciones de contorno en la
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derivada espacial del dan˜o. Cabe destacar que, mientras en la formulacio´n cla´sica
es necesario imponer condiciones de contorno en la distribucio´n espacial del dan˜o,
e´stas se derivan de forma natural al imponer la condicio´n de estabilidad en la
formulacio´n energe´tica.
4.1.2.2. Condicio´n de estabilidad de segundo orden
Como se menciono´ en la Seccio´n 2.4, el ana´lisis de la condicio´n de estabilidad
de segundo orden so´lo es necesaria cuando la estabilidad de primer orden se
cumple como una igualdad. De acuerdo a los resultados obtenidos del ana´lisis
de la estabilidad de primer orden, esto se cumple cuando el modelo se encuentra
en la fase de plasticidad o en la fase de plasticidad-dan˜o. La obtencio´n de la
segunda variacio´n de los funcionales P y D se encuentra [1], y sus resultados son
los siguientes:





































Se explora la condicio´n de estabilidad en la primera fase de disipacio´n (la fase
de plasticidad), para lo cual se tiene:
(P ′′ +D′′)(u, p, 0)(u˜, ˜p, 0) =
∫ L
0
E(0)(u˜′ − ˜p)2dx ≥ 0 (4.24)
Puesto que (4.24) es siempre positiva, se demuestra que la fase de plasticidad es
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estable. Este resultado indica que no so´lo la respuesta homoge´nea es estable, ya
que respuestas que incluyan una localizacio´n de deformaciones pla´sticas tambie´n
son estables. Respuestas con una localizacio´n aparecen con frecuencia en modelos
de plasticidad perfecta como en el que se presenta en este trabajo. En el siguiente
cap´ıtulo, se trata este tema con un poco ma´s de detalle.
Para la segunda fase de disipacio´n, se prefiere estudiar un problema equiva-
lente a P ′′ +D′′ ≥ 0, analizando el mı´nimo de la relacio´n entre la parte positiva
y la parte negativa de (2.43), de manera que se cumpla:





donde RN y −RD son la contribucio´n de los te´rminos positivos y negativos de
(2.43) respectivamente. Esta relacio´n esta´ definida por:
R(u˜, ˜p, α˜) =
∫ L
0















Para la minimizacio´n de R, se puede hacer una simplificacio´n encontrando pri-
mero el valor de u˜ que minimiza R para valores fijos de ˜p y α˜, con lo que se
tendr´ıa un problema de minimizacio´n en dos variables:
R′(u˜, ˜p, α˜)(˜˜u, 0, 0) =
∫ L
0
E(α) ((u˜′ − ˜p)− S ′(α)σα˜) ˜˜u′ dx = 0
















(E(α)(u˜′ − ˜p)− S ′(α)σα˜)˜˜u dx = 0 (4.28)
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A partir de las ecuaciones (4.27) y (4.28) se puede concluir que
E(α) ((u˜′ − ˜p)− S ′(α)σα˜) = constante (4.29)
El valor de la constante a la derecha de la ecuacio´n (4.29) se puede encontrar










(S ′(α)σα˜ + ˜p) dx−
∫ L
0
































Realizando el siguiente cambio de variable:
xˆ = x/L, dxˆ = dx/L (4.32)
e introduciendo las siguientes funciones para simplificar la notacio´n:
x = xˆ, a = η2/L2, b = 1/
∫ 1
0
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(mα2 + 2npα dx)
(4.34)
La minimizacio´n de (4.34) sobrepasa los alcances de este trabajo y puede
encontrarse en [1], con lo que la estabilidad de segundo orden en la fase de
plasticidad-dan˜o se reduce a:













En (4.35), so´lo el tercer resultado aporta informacio´n acerca de la evolucio´n no
homoge´nea en la fase de plasticidad-dan˜o en la que se enfoca este trabajo. Intro-









Es importante resaltar que a partir del resultado obtenido en (4.36), se tiene
una relacio´n entre la longitud de la barra y la longitud interna η, con la que se
define una condicio´n a partir de la cual la solucio´n no homoge´nea es estable. Este
resultado puede utilizarse para obtener el valor de los para´metros constitutivos
del modelo si se elige un valor adecuado L que permita comparar resultados
experimentales con el modelo nume´rico en el caso de una evolucio´n homoge´nea.
4.1.3. Balance de energ´ıa
Se introducen los potenciales P y D en la ecuacio´n de balance de energ´ıa



























η2α′α˙′ dx = 0
(4.37)
A continuacio´n, se utiliza una metodolog´ıa similar a la utilizada en la condicio´n
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de estabilidad de primer orden, para explorar ciertas condiciones que se derivan
del cumplimiento del balance de energ´ıa.



















En esta u´ltima, se establece el equilibrio entre las fuerzas internas y las reacciones
en el contorno en el que se imponen condiciones tipo Dirichlet.
Para u˙ = 0 y α˙ = 0, se tiene:
(|σ| − σy(α))|˙p| = 0 (4.40)
Con lo que se obtiene la condicio´n de consistencia del modelo de plasticidad del
enfoque cla´sico.










dΩ = 0 (4.41)
Integrando por partes (4.41) con respecto a α y utilizando (4.21), se obtiene:(
1
2
E ′(α)(− p)2 + w′(α)− q(p)m(α)− η2α′′
)





La ecuacio´n (4.42) es la condicio´n de consistencia de dan˜o y (4.43) la condicio´n
de contorno para la derivada espacial del dan˜o.
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4.2. Funcional de energ´ıa y minimizacio´n
Para continuar con el desarrollo del modelo, es necesario introducir funciones
constitutivas para q(p), m(α), w(α) y σ(α) que cumplan con (4.5), (4.6), (4.7),
(4.8). Se eligen las funciones constitutivas utilizadas en el Cap´ıtulo 3:
q(p) = p, m(α) = σ′(α), σ(α) = σy0(1− α)2 (4.44)
El funcional elegido para realizar la minimizacio´n es el trabajo interno W .
Luego de introducir las funciones constitutivas (4.44), se tiene:













donde se han omitido los te´rminos correspondientes a las fuerzas externas, puesto
que en el problema analizado no se aplican fuerzas de cuerpo (bf (x) = 0) y se




La evolucio´n del problema unidimensional de dan˜o y plasticidad se obtiene de
la minimizacio´n de (4.45), para la cual, se utiliza el algoritmo de minimizacio´n
alterna descrito en [1]. El algoritmo se basa en el hecho de que el funcional (4.45)
no es convexo en todas sus variables, pero s´ı es convexo con respecto a cada
variable [5]. De aqu´ı, se deriva la idea de utilizar un procedimiento iterativo en
el que se minimiza a W con respecto a las variables u, p y α por separado.
A continuacio´n, se muestra el resultado de calcular la primera variacio´n de W
en las direcciones (u˜, 0, 0), (0, ˜p, 0) y (0, 0, α˜). Luego, se introduce el espacio de
elementos finitos para cada variable, utilizando las funciones de aproximacio´n
descritas en el Cap´ıtulo 3.
Ca´lculo de W ′(u, p, α)(u˜, 0, 0):
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W ′(u, p, α)(u˜, 0, 0) = d
dh



































Como puede observarse en la ecuacio´n (4.46), la minimizacio´n deW con respecto a
u resulta en el problema unidimensional de una barra ela´stica. Luego de introducir




























La matriz de rigidez y el vector asociado a las deformaciones pla´sticas definidos












E(α) dx pe (4.49)
Al igual que en el Cap´ıtulo 3, se evalu´an las variables de estado y el esfuerzo de
cada elemento en los puntos Gauss, por lo que el integral
∫
Ωe
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con lo que se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:
U˜(KU− Fp) = 0, U˜(0) = U˜(L) = 0 (4.54)
Ca´lculo de W ′(u, p, α)(0, ˜p, 0):
Puesto que en el funcional (4.45) no hay derivadas con respecto a x en las
variables asociadas a la plasticidad (p, p), la minimizacio´n puede hacerse a nivel
local sujeta a la restriccio´n de que el esfuerzo debe permanecer en la superficie
ela´stica. El funcional para la minimizacio´n es el siguiente:








(α′)2 −∆λ(|σ| − σy(α))
(4.55)
donde la primera variacio´n de F en la direccio´n (0, ˜p, 0) es:
F ′(u, p, α)(0, ˜p, 0) = d
dh
(F(u, p + h˜p, α))
∣∣∣∣
h=0
= E(α)(u′ − p) + σp(α)|˜p| −∆λE(α) sign(σ)
(4.56)
Reemplazando σpr = E(α)(u′ − p) en (4.56), se obtiene:
σ = σy(α) = σ
pr −∆λE(α) (4.57)
resultando en la definicio´n del esfuerzo σ en la superficie de fluencia. Con la
expresio´n anterior, se demuestra que para calcular p y p se puede utilizar el
algoritmo de mapeo 1 para plasticidad perfecta, ya que (4.57) representa la esencia
de dicho algoritmo.
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Ca´lculo de W ′(u, p, α)(0, 0, α˜):
W ′(u, p,α)(0, 0, α˜) = d
dh






(−E0(1− α)(u′ − p)2α˜ + w0 α˜− 2pσy0(1− α)α˜− η2α′′α˜) dx = 0
(4.58)







(−E0(1− α)(u′ − p)2α˜ + w0 α˜− 2pσy0(1− α)α˜− η2α′α˜′)dx = 0 (4.59)
obtenie´ndose as´ı la forma de´bil del criterio de dan˜o (3.100), cuya resolucio´n con
elementos finitos se presenta en el Cap´ıtulo 3.
4.3. Implementacio´n computacional
Como se menciono´ anteriormente, el algoritmo que se utiliza para resolver el
problema variacional consiste en calcular las variables de estado que minimicen el
trabajo interno del sistema de forma alterna. Este proceso se divide en 3 partes:
Calcular el campo de desplazamientos, considerando un comportamiento
ela´stico de todos los elementos de la barra. Se utiliza (4.54).
Calcular las variables p y p utilizando el algoritmo de mapeo 1 para cada
elemento.
Calcular la distribucio´n del dan˜o dentro de la barra utilizando (3.106).
Las variables de estado se actualizan al final de cada iteracio´n. Para dete-
ner el proceso iterativo, se compara la diferencia entre los valores calculados en
las dos u´ltimas iteraciones y se verifica su cumplimiento con con una tolerancia
establecida.
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Algoritmo 4 Algoritmo de la formulacio´n energe´tica
Entrada: los pasos de carga (desplazamientos) y para´metros constitutivos
Salida: valores globales de variables internas, desplazamientos y esfuerzos
1: for n = 1 to ndesp
2: Inicializar contador
k=0;
3: while(||ukn − uk−1n ||2 > tol or ||pkn − pk−1n ||2 > tol or ||αkn −αk−1n ||∞ > tol)
and k ≤ itmax
4: Actualizar contador
k=k+1;
5: Calcular ukn = argminuW(u, pk−1n , pk−1n , αk−1n ), con (4.54),
para u(L) = U(ti)
6: Calcular p
k
n = argminpW(ukn, p, pk−1n + |∆p|, αk−1n ), con el Algoritmo 1
7: Calcular αkn = argminαW(ukn, pkn, pkn, α), con (3.106)
8: end while
9: end for
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Cap´ıtulo 5
Resultados y Ana´lisis Comparativo
En este cap´ıtulo se muestran los resultados obtenidos con la implementacio´n
de los algoritmos presentados en los cap´ıtulos 3 y 4, resaltando sus caracter´ısticas
principales y las ventajas que presenta cada uno de los modelos. En las dos
primeras secciones se muestra el comportamiento de las variables de estado en los
modelos cla´sico y energe´tico, y en la Seccio´n 3 se realiza un ana´lisis comparativo
de la implementacio´n, los resultados y el esfuerzo computacional. Los valores de
los para´metros usados en las funciones constitutivas para el desarrollo de este
cap´ıtulo se muestran en la Tabla 5.1.
5.1. Modelo cla´sico
Como se menciono´ anteriormente, para implementar el modelo energe´tico en
el marco de la formulacio´n cla´sica, es necesario incluir una regularizacio´n al pro-
blema de la plasticidad perfecta. Esto se debe a que el algoritmo utilizado en el
modelo cla´sico (Newton-Raphson) calcula la distribucio´n de los desplazamientos
para equilibrar las fuerzas internas en la barra, por lo que al sobrepasar el l´ımite
elasticidad, el problema esta´ mal definido y existe un nu´mero infinito de solucio-
nes admisibles [17]. Este comportamiento nume´rico se verifico´ en las simulaciones,
obtenie´ndose una localizacio´n de deformaciones en el elemento que contiene al no-












1 1 0.4 1 1 1.5
Tabla 5.1: Valores constitutivos del material y desplazamientos de plasticidad y
dan˜o
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Figura 5.1: Solucio´n obtenida con el modelo de plasticidad perfecta en el algoritmo
de Newton Raphson
do en el que se imponen los desplazamientos. Debido al mo´dulo tangente de la
plasticidad perfecta C = 0, se obtiene una matriz tangente que no es positiva
definida, incumpliendo una condicio´n necesaria para la unicidad de la solucio´n
[1]. En la Figura 5.1, se puede observar una descripcio´n gra´fica del problema de
unicidad, donde una solucio´n arbitraria genera el equilibrio, el cual representa la
condicio´n necesaria y suficiente para la convergencia en Newton-Raphson.
Para definir de mejor forma el problema se proponen dos opciones: utilizar el
modelo de viscoplasticidad o introducir una perturbacio´n en uno de los elementos
de la barra. Como se observara´ ma´s adelante, la introduccio´n de una perturba-
cio´n en un elemento de la barra genera los mismos resultados en los modelos
cla´sico y energe´tico; sin embargo, el modelo viscopla´stico es mucho ma´s consis-
tente nume´ricamente, por lo que el estudio de esta seccio´n se centrara´ u´nicamente
en este modelo.
A pesar de que el modelo de viscoplasticidad se utiliza para simular el com-
portamiento de materiales en los que la respuesta del sistema es funcio´n de la
velocidad de carga, se puede demostrar que conforme la relacio´n ∆t/ν → ∞, la
respuesta de este modelo tiende al modelo sin viscosidad [34]. En las simulaciones
nume´ricas, la velocidad de carga v esta´ en funcio´n de la discretizacio´n en los pasos
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Figura 5.2: Gra´fica esfuerzo-desplazamiento de las fases de plasticidad y
plasticidad-dan˜o en el modelo cla´sico
de carga, de manera que v = ∆u/∆t. Por esto, se fija el factor de viscosidad ν co-
mo propiedad del material y se utiliza a la velocidad de carga como el para´metro
controlador. Es evidente que v → 0 es equivalente a ∆t/ν → ∞. Basa´ndose en
ese resultado, se utiliza el modelo viscopla´stico en este trabajo dentro del modelo
cla´sico que, como se muestra en la Seccio´n 5.3, se aproxima de manera adecuada
a la respuesta sin viscosidad, incluso durante la fase de plasticidad y dan˜o. En
la Figura 5.2, se observa la curva esfuerzo-desplazamiento a lo largo de toda la
evolucio´n.
En la Figura 5.3, se puede observar la evolucio´n del perfil de deformaciones
pla´sticas sobre la barra. Durante la fase de plasticidad (1 ≤ U(t) ≤ 1,5), las de-
formaciones pla´sticas evolucionan de forma homoge´nea en toda la barra. Luego,
al iniciar el dan˜o, la zona en la que evoluciona la plasticidad se reduce a una
regio´n en el centro de la barra, forma´ndose un perfil de deformaciones pla´sti-
cas. El taman˜o de esta regio´n esta´ controlado por la velocidad de carga (Figura
5.19), por lo que dicho valor podr´ıa interpretarse como un para´metro en el que
se encuentra incluido, de forma impl´ıcita, una longitud interna del material. Es-
to es ana´logo al para´metro η en el criterio de dan˜o, pero aplicado al perfil de
deformaciones pla´sticas. Este comportamiento difiere de la solucio´n anal´ıtica de
este modelo presentada en [1], ya que la viscoplasticidad suaviza la distribucio´n
de las deformaciones pla´sticas luego de romperse la homogeneidad en la barra,
presentando resultados similares a lo obtenido en [26]. A pesar de este efecto, el
taman˜o de la regio´n en la que evolucionan las deformaciones pla´sticas disminuye
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Figura 5.3: Evolucio´n del perfil de deformaciones pla´sticas en el modelo cla´sico
escogiendo una velocidad de carga suficientemente baja, al punto que el taman˜o
de dicha regio´n se reduce a uno o dos elementos en el centro de la barra conforme
avanza la evolucio´n. Esta tendencia se mantiene al reducir el taman˜o de la malla
y es coherente con los modelos de fractura de [36], en los que la regio´n en la que
evoluciona la deformacio´n se reducen a cero measure sets cerca de la fractura.
En concordancia con lo observado en el comportamiento de las deformaciones
pla´sticas, en el perfil de desplazamientos de la Figura 5.4, se observa un com-
portamiento suave al inicio de la evolucio´n que cambia con el tiempo, llegando
a desarrollar un salto en el campo de desplazamientos. De forma similar, el per-
fil de dan˜o de la Figura 5.5 presenta una forma suave al inicio, pero conforme
avanza la evolucio´n, tiende a crearse un pico en el punto ma´ximo del perfil. La
tendencia del modelo a formar estos puntos singulares en las variables de estado
y en sus derivadas es consistente con el modelo matema´tico de [1]. Es importante
observar que al utilizar la viscoplasticidad en este modelo, se introdujo una fase
intermedia en la evolucio´n de la barra con respecto a las descritas en el Cap´ıtulo
4. En e´sta, se permite a la plasticidad evolucionar en una regio´n cuyo taman˜o
esta´ controlado por la velocidad de carga, antes de concentrar la deformacio´n pa-
ra desarrollar la tendencia hacia los puntos singulares en las variables de estado
antes mencionadas.
En cuanto a la dependencia del taman˜o de malla (dado por el nu´mero de
elementos), no se observan grandes variaciones en los campos de esfuerzos, des-
plazamientos y dan˜o. Esto es ma´s apreciable conforme aumenta el nu´mero de
elementos. Sin embargo, cabe recalcar que la convergencia para un determinado
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Figura 5.5: Evolucio´n del perfil de dan˜o en el modelo cla´sico
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Figura 5.6: Gra´fica esfuerzo-desplazamiento con variacio´n del nu´mero de elemen-
tos en el modelo cla´sico
taman˜o de malla esta´ en funcio´n de la velocidad de carga. En las Figuras 5.6,
5.7, 5.8 y 5.9, se observa la variacio´n del nu´mero de elementos con respecto a la
curva esfuerzo-desplazamiento, las deformaciones pla´sticas, los desplazamientos
y el perfil de dan˜o. Se puede apreciar la tendencia de la regio´n de localizacio´n a
reducirse conforme aumenta el nu´mero de elementos. Esto es un resultado espe-
rado en el campo de deformaciones pla´sticas; pues conforme se reduce el taman˜o
de malla, la localizacio´n tiende a la delta de Dirac descrita a detalle en la solucio´n
anal´ıtica de [1].
5.2. Modelo energe´tico
En esta seccio´n, se realiza un ana´lisis del comportamiento del modelo compu-
tacional basado en el enfoque energe´tico del Cap´ıtulo 4. El ana´lisis se desarrolla
para la distribucio´n espacial y la evolucio´n temporal de las variables correspon-
dientes al dan˜o, deformaciones pla´sticas y desplazamientos. Para verificar los
resultados obtenidos, se comparan con la solucio´n anal´ıtica del modelo plantea-
do en [1]. Una de las caracter´ısticas que se puede observar en este modelo es la
capacidad de reproducir la evolucio´n de la plasticidad de forma homoge´nea, aun
cuando no se ha utilizado una regularizacio´n para el problema. Esta caracter´ısti-
ca puede observarse en los perfiles de deformaciones pla´sticas para p ≤ 0,5 de
la Figura 5.11. Tambie´n se observa que luego de alcanzar el l´ımite de dan˜o del
material, se rompe la homogeneidad del problema y las deformaciones pla´sticas
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Figura 5.7: Evolucio´n del perfil de deformaciones pla´sticas con variacio´n del nu´me-
ro de elementos en el modelo cla´sico





















Figura 5.8: Evolucio´n del campo de desplazamientos con variacio´n del nu´mero de
elementos en el modelo cla´sico
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Figura 5.9: Evolucio´n del perfil de dan˜o con variacio´n del nu´mero de elementos
en el modelo cla´sico
se concentran en uno o dos elementos de la barra. Esta zona tiende a la delta de
Dirac utilizada en la definicio´n de la parte singular del campo de deformaciones
pla´sticas definida en la solucio´n anal´ıtica de este modelo en [1].
La distribucio´n del campo de desplazamientos y su evolucio´n se encuentra en
la Figura 5.12. En la distribucio´n espacial de desplazamientos puede observarse
como, luego de alcanzar el l´ımite de dan˜o, la solucio´n tiende a desarrollar un
salto en el mismo punto en el que se produce la concentracio´n de deformaciones
pla´sticas. El efecto de la concentracio´n de deformaciones pla´sticas en la barra
afecta tambie´n al perfil de dan˜o de la Figura 5.13, donde se observa la tendencia
a desarrollar una discontinuidad en la derivada espacial. Una de las caracter´ısticas
ma´s importantes del enfoque energe´tico es la capacidad que posee el modelo de
representar un comportamiento en el que las variables de estado pueden desarro-
llar discontinuidades fuertes durante su evolucio´n. Este modelo hace uso de esa
capacidad para representar un comportamiento en el que el material, luego de
alcanzar el l´ımite de dan˜o, pierde rigidez de forma casi instanta´nea. Este efecto
puede observarse en la fuerte pendiente de la curva esfuerzo-desplazamiento de
la Figura 5.10 luego alcanzar el l´ımite de dan˜o.
Al igual que en el modelo cla´sico, la variacio´n en el taman˜o de la malla presenta
poca variacio´n en la respuesta del esfuerzo, desplazamientos y dan˜o, como se
pueden observar en las Figuras 5.14, 5.16 y 5.17. Sin embargo, se puede observar
que la dependencia del taman˜o de malla es mayor en este modelo. Por otro lado,
la localizacio´n de las deformaciones pla´sticas en la Figura 5.15 tiende a la delta
Patricio Rodr´ıguez, Jacinto Ulloa 99
CAPI´TULO 5. RESULTADOS Y ANA´LISIS COMPARATIVO












Figura 5.10: Gra´fica esfuerzo-desplazamiento de las fases de plasticidad y



























Figura 5.11: Evolucio´n del perfil de deformaciones pla´sticas en el modelo energe´ti-
co
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Figura 5.13: Evolucio´n del perfil de dan˜o en el modelo energe´tico
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Figura 5.14: Gra´fica esfuerzo-desplazamiento con variacio´n del nu´mero de ele-
mentos en el modelo energe´tico
de Dirac con un taman˜o menor de malla, en mayor magnitud que en el modelo
cla´sico.
5.3. Ana´lisis comparativo
En esta seccio´n se realiza un ana´lisis comparativo entre las formulaciones
cla´sica y energe´tica, enfocado a la parte de la implementacio´n y los resultados
obtenidos con cada modelo computacional. Primero, se muestra la diferencia en-
tre la distribucio´n del dan˜o, las deformaciones pla´sticas, el desplazamiento y la
evolucio´n temporal del esfuerzo en la barra obtenidos con cada modelo. Luego,
se describe la diferencia entre el tiempo computacional utilizado por el modelo
energe´tico y un modelo cla´sico sin viscosidad para calcular la evolucio´n de una
barra con una perturbacio´n en uno de sus elementos.
La principal razo´n por la que difieren los resultados obtenidos con los dos
modelos se debe al uso del modelo viscopla´stico para calcular la evolucio´n de las
variables internas correspondientes a la plasticidad (p y p). En el modelo cla´sico,
la dependencia de la velocidad de carga en la evolucio´n de las deformaciones
pla´sticas crea un efecto de endurecimiento que disminuye conforme aumenta la
relacio´n ∆t/ν o disminuye la velocidad de carga. En las Figuras 5.18, 5.19, 5.20
y 5.21, se pueden observar los resultados obtenidos al disminuir la velocidad
de carga comparados con la respuesta del modelo energe´tico. Claramente, los
resultados del modelo cla´sico con viscoplasticidad tienden a la solucio´n del modelo
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Figura 5.15: Evolucio´n del perfil de deformaciones pla´sticas con variacio´n del
nu´mero de elementos en el modelo energe´tico





















Figura 5.16: Evolucio´n del campo de desplazamientos con variacio´n del nu´mero
de elementos en el modelo energe´tico
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Figura 5.17: Evolucio´n del perfil de dan˜o con variacio´n del nu´mero de elementos
en el modelo energe´tico
energe´tico con una velocidad de carga suficientemente baja.
En cuanto al trabajo computacional, el modelo cla´sico con viscoplasticidad
presenta dificultades con respecto al taman˜o de paso de carga necesario para la
convergencia en una barra sin perturbacio´n. El taman˜o de paso de carga impuesto
puede resultar demasiado grande, causando oscilaciones en los desplazamientos
calculados por el me´todo de Newton-Raphson [4]. Se han obtenido estos mismos
resultados en las simulaciones nume´ricas realizadas en la fase de dan˜o, sin llegar
a la convergencia. Por esto, se concluye que aunque el proceso de convergencia
para un paso de carga determinado en el modelo energe´tico sea ma´s lento que en
el modelo cla´sico, se pueden emplear pasos de carga ma´s grandes, reduciendo el
esfuerzo computacional.
Con el objetivo de comparar el esfuerzo computacional realizado por ambos
modelos de manera equitativa, se realizan simulaciones en una barra con una
perturbacio´n en el elemento central. En cuanto a la evolucio´n, se obtiene la misma
respuesta con ambos modelos, la cual se observa en las Figuras 5.22, 5.23, 5.24 y
5.25.
Por su parte, el esfuerzo computacional es mayor en el modelo energe´tico ya
que se utilizan tres criterios de convergencia y no se hace uso de la matriz tangente,
la cual influye en el nu´mero de iteraciones necesarias para la convergencia. Sin
embargo, en el modelo cla´sico sin viscosidad, a menudo se presentan problemas
de convergencia en el me´todo de Newton-Raphson. A pesar de que el elemento
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Figura 5.18: Comparacio´n entre las gra´ficas esfuerzo-desplazamiento del modelo
cla´sico para diferentes velocidades de carga con el modelo energe´tico
































Figura 5.19: Comparacio´n entre los perfiles de deformaciones pla´sticas del modelo
cla´sico para diferentes velocidades de carga con el modelo energe´tico
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Figura 5.20: Comparacio´n entre los perfiles de desplazamiento del modelo cla´sico
para diferentes velocidades de carga con el modelo energe´tico






















Figura 5.21: Comparacio´n entre los perfiles de dan˜o del modelo cla´sico para dife-
rentes velocidades de carga con el modelo energe´tico
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Figura 5.23: Perfiles de deformaciones pla´sticas con perturbacio´n en el elemento
central
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Figura 5.25: Perfil de dan˜o con perturbacio´n en el elemento central
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en el que evoluciona la plasticidad queda definido al introducir una perturbacio´n,
se producen inestabilidades nume´ricas en las primeras iteraciones del me´todo que
hacen que ma´s de un elemento se considere en fluencia. Al ensamblar la matriz
tangente, si ma´s de un elemento esta´ en fluencia, la matriz tangente se vuelve
singular, deteniendo las iteraciones.
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En este trabajo, se exploran dos modelos computacionales para la modeli-
zacio´n de plasticidad y dan˜o, utilizando un enfoque cla´sico en el primero y un
enfoque energe´tico en el segundo. En el desarrollo de estos modelos, se mues-
tra que pese a que se construyen sobre principios diferentes, resultan en el mismo
problema matema´tico. Con esto, se demuestra que en principio, los modelos plan-
teados son equivalentes. A pesar de esta equivalencia, cada formulacio´n conduce
a un modelo nume´rico distinto, lo cual implica que la descripcio´n de la evolucio´n
del sistema a nivel global resulte, dadas ciertas condiciones, en soluciones dife-
rentes para la parte poscr´ıtica. Esto se evidencia en los resultados presentados en
el Cap´ıtulo 5.
El modelo cla´sico hace uso de la teor´ıa de materiales esta´ndar para la obten-
cio´n de las ecuaciones de gobierno. Esto resulta en un tratamiento en principio
local, donde es necesaria la aplicacio´n de una regularizacio´n al problema. El mo-
delo cla´sico de plasticidad perfecta resulta en un problema mal planteado, puesto
que las condiciones de equilibrio y compatibilidad cinema´tica no son suficientes
para definir de forma u´nica la evolucio´n del sistema. El modelo puede conver-
ger hacia una solucio´n inadecuada, con una localizacio´n de deformaciones en el
elemento en el que se imponen los desplazamientos. Se resuelve este problema me-
diante dos regularizaciones: el uso de una perturbacio´n y la viscoplasticidad. Las
principales desventajas del modelo cla´sico consisten en problemas de convergen-
cia. El modelo computacional es sensible al taman˜o de paso de carga, pudiendo
no llegar a converger. Pese a estas desventajas, se obtienen resultados positivos.
Aunque nume´ricamente inestable, la regularizacio´n mediante una perturbacio´n
presenta los mismos resultados que el modelo energe´tico. Por otro lado, el uso de
viscoplasticidad presenta un resultado importante, ya que permite la modeliza-
cio´n de un comportamiento diferente, donde existe una zona de localizacio´n de
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deformaciones pla´sticas en lugar de una localizacio´n inmediata. Este comporta-
miento esta´ en funcio´n de la velocidad de carga y de la constante de viscosidad,
las cuales, conforme disminuyen, permiten que el modelo con viscosidad tienda al
modelo energe´tico. Por u´ltimo, se debe resaltar que el modelo cla´sico permite la
implementacio´n de diferentes modelos constitutivos mediante algoritmos locales,
representando un modelo flexible.
Por su parte, el modelo energe´tico hace uso de un tratamiento puramente
variacional. Con esto, se construye el modelo sobre tres principales bloques: la
condicio´n de estabilidad, la condicio´n de irreversibilidad y el balance de energ´ıa.
Esto resulta en un modelo global, donde la evolucio´n viene dada por la minimiza-
cio´n de un funcional de energ´ıa. Los principales problemas del modelo energe´tico
consisten en la velocidad de convergencia y en la falta de flexibilidad. Ya que no
se emplea la matriz tangente ni se obtiene el equilibrio al final de cada iteracio´n,
la convergencia viene dada por criterios impuestos en las variables de estado, lo
cual puede resultar en un mayor esfuerzo computacional. Adema´s, la implemen-
tacio´n de diferentes modelos constitutivos requiere cambios en la formulacio´n,
por lo que la minimizacio´n del funcional de energ´ıa correspondiente puede re-
sultar en otra implementacio´n. Por otro lado, las ventajas del modelo van desde
lo conceptual hasta lo nume´rico. Primero, se debe recalcar que la formulacio´n
permite obtener de forma natural las condiciones matema´ticas que se imponen
en la formulacio´n cla´sica. Adema´s, permite estudiar la condicio´n de estabilidad
de segundo orden, lo cual no se trata en la formulacio´n cla´sica por carencia de
herramientas variacionales. en cuanto a lo nume´rico, se recalca la capacidad de
representar el comportamiento deseado de manera estable. Debido al tratamiento
global y a la convexidad del funcional de energ´ıa con respecto a las variables de
estado (considerando cada una por su lado), el problema de plasticidad no nece-
sita regularizacio´n y se resuelve mediante el algoritmo de minimizacio´n alterna.
Esto representa la ventaja principal del modelo, ya que se obtiene la plasticidad
perfecta de manera homoge´nea y la distribucio´n del dan˜o de manera adecuada,
sin localizaciones arbitrarias. Adema´s, no es necesaria la obtencio´n de la matriz
tangente, cuya obtencio´n puede representar problema´tica desde el punto de vista
anal´ıtico en modelos cla´sicos con cierto grado de complejidad.
Pese a las limitaciones mencionadas en ambos modelos, se obtienen positivos,
como se puede observar en el Cap´ıtulo 5. Principalmente, se logra reproducir la
falla de un material du´ctil unidimensional, con un salto en los desplazamientos
en la presencia de esfuerzos cohesivos. Para este fin, el enfoque energe´tico resulta
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en un modelo computacional robusto y estable, mientras que el enfoque cla´sico
permite la simulacio´n de un comportamiento con una zona de localizacio´n de de-
formaciones pla´sticas. En ambos modelos, se logra una respuesta sin dependencia
espuria y en general poco sensible al taman˜o de la malla; salvo por el campo
de deformaciones pla´sticas, donde se obtuvo un incremento en las deformaciones
conforme disminuye el taman˜o de la malla. Estos resultados concuerdan con la
respuesta anal´ıtica de [1], donde las deformaciones pla´sticas tienden a la delta de
Dirac. Adema´s, las simulaciones nume´ricas demuestran que el modelo con visco-
plasticidad tiende al modelo energe´tico conforme disminuye la velocidad de carga
manteniendo constante la constante de viscosidad, demostrando equivalencia en-
tre ambos enfoques.
Por u´ltimo, cabe recalcar posibles ampliaciones a este trabajo, entre las cuales
se destacan:
Realizar la implementacio´n computacional en dos y tres dimensiones. Para
esto, se deber´ıa definir los problemas de valores de contorno en notacio´n
vectorial y realizar la implementacio´n correspondiente.
Introducir efectos de endurecimiento en el modelo energe´tico.
Implementar un modelo con gradiente de deformaciones y comparar los
resultados con el modelo de viscoplasticidad.
Realizar simulaciones nume´ricas con datos de materiales reales y realizar la
validacio´n con resultados experimentales.
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